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受邀将在 2014 国际数学家大会报告的大陆高校校友 

 

国际数学家大会（International Congress of Mathematicians，简称 ICM）

是由国际数学联盟（IMU）主办的全球性数学学术会议。会议的主要内容是进行

学术交流，并在开幕式上颁发菲尔兹奖（1936 年起）、奈望林纳奖（1982 年

起）、高斯奖（2006 年起）和陈省身奖（2010 年起）。首届国际数学家大会于

1897 年在瑞士苏黎世举行，1900 年巴黎大会之后每四年举行一次。除两次世

界大战的影响外，国际数学家大会从未中断，2002 年在中国北京举行了第 24 届

大会，2014 年第 27 届大会将在韩国首尔举行。每次大会一般都邀请一批杰出

数学家分别在大会上作一小时的学术报告和学科组的分组会上作 45 分钟学术报

告。 

国际数学家大会自 1897 年至 2010 年的 113 年间共主办 26 届，其中有 1

4 届出现过做邀请报告的华人学者身影，在历届大会中做报告的科大校友有：华

罗庚（1958 年主持创立中国科大数学系，并任中国科大副校长兼数学系主任）、

吴文俊（1958 年--1970 年担任中国科大数学系副主任）、马志明（1981 年中

国科大研究生院（北京）硕士毕业）、严加安（591）、李岩岩（771）、陈秀

雄（821）、鄂维南（781）、邵启满（881 博）等。其中，李岩岩（771）、鄂

维南（781）与本次受邀的舒其望（771）、袁亚湘（82 硕）共同于 2012 年 1

1 月当选美国数学学会（American Mathematical Society，简称 AMS）首届

会士。  
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网址参见：http://www.icm2014.org/en/program/scientific/section 

Yitang Zhang, University of New Hampshire, USA 

张益唐（北京大学本硕，Purdue 博） 

Fuquan Fang, Capital Normal University, China 

方复全（华中科技大学本科，吉林大学博） 

Tao Li, Boston College, USA 

李涛（北京大学本科，Caltech 博） 

Weixiao Shen, National University Singapore, Singapore 

沈维孝（中国科技大学本科，东京大学博） 

Juncheng Wei, Chinese University of Hong Kong, Hong Kong 

魏军城（武汉大学本科，Minnesota 博） 
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Chi-Wang Shu, Brown University, USA 

舒其望（中国科技大学本科，UCLA 博） 

Ya-xiang Yuan, Chinese Academy of Sciences, China 

袁亚湘（湘潭大学本科，中科院硕，剑桥博） 

Jiongmin Yong, University of Central Florida, USA 

雍炯敏（复旦大学本科，Purdue 硕博） 

Weizhu Bao, National University of Singapore, Singapore 

包维柱（清华大学本硕博） 

Han Qi, Chinese Academy of Sciences, China 

韩琦（浙江丝绸工学院本科，中国科技大学硕，中科院博） 

Man Keung Siu, University of Hong Kong, Hong Kong 
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中国科技大学 4（2 个本科校友，2 个硕士校友） 

北京大学 2（1 个本科硕士校友，1 个本科校友） 

清华大学 1（本科硕士校友） 

华中科技大学 1（本科校友） 

复旦大学 1（本科校友） 

武汉大学 1（本科校友） 

湘潭大学 1（本科校友） 

浙江丝绸工业学院 1（本科校友） 

吉林大学（硕士校友） 
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2014 年沃尔夫奖揭晓，Sarnak 教授获数学奖 

2014 年沃尔夫奖获奖名单现已出炉。 

今年沃尔夫奖共颁发五个奖项，来自台湾地区、美国、瑞典、加拿大和丹麦的七

名科学家和一名艺术家获此殊荣。其中 

数学奖 

Peter Sarnak，美国普林斯顿高级研究所教授； 

 

 

彼得•萨奈克教授是世界权威数学家，在数论及相关交叉学科取得了杰出成

就，获得了广泛赞誉。他的工作涉及数学学科的多个不同领域，体现了深刻的原

创性思想，为现代数论和自守形式理论作出了重要贡献。作为知名的社会活动家

http://www.math.org.cn/data/attachment/portal/201401/18/184602zmqjfw0ehcmtwwzt.png
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和教育家，彼得·萨奈克对国际数学的教育、普及和发展倾注了极大的热情，对中

国数学学科建设给予了特别的帮助和支持。 

 

彼得•萨奈克，美国普林斯顿高等研究院、普林斯顿大学教授，美国国家科

学院院士，美国艺术与科学研究院院士，美国哲学学会会员，英国皇家学会会员，

邵逸夫奖数学科学奖遴选委员会主席，担任《Annals of Mathematics》等多

个国际权威期刊编委，曾获得美国数学会福特奖、美国数学会柯尔奖、瑞士奥斯

特洛斯基奖等荣誉。 

 

 

始创于 1976 年的沃尔夫奖是国际最高学术大奖之一，由以色列的沃尔夫基

金会颁发，在科学（农业、化学、数学、医学、物理）和艺术（音乐）领域授奖，

http://www.math.org.cn/data/attachment/portal/201401/18/190021s37dz7wrkoknow3x.png
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每个奖项奖金为 10 万美元。至今，共有 23 个国家的 280 人获得沃尔夫奖，其

中华人科学家吴健雄获得 1978 年沃尔夫物理学奖、陈省身获得 1983 年沃尔夫

数学奖、袁隆平获得 2004 年沃尔夫农业奖，钱永健获得 2004 年沃尔夫医学奖、

丘成桐获得 2010 年沃尔夫数学奖，邓青云获得 2011 年沃尔夫化学奖。值得一

提的是，沃尔夫奖在科学领域的三分之一获奖者后来都获得了诺贝尔奖。 



重视反例 

SCIbird  

 

说明：建议所有读者将本文中提及的那些著名分析反例，亲自动手推导一遍。 

 

本文是自己几年前的网上长文《如何提高自身数学水平》的扩展文章，重

点介绍数学中的反例。 

 

反例是数学中的重要组成部分，但在教学中因为某些原因被低估了，原因

或者因为有的反例证明太难（所用数学工具较深），或者是纯粹技巧性的构造（没

有一般性），甚至或者认为“破坏”了数学的和谐性等等。 

 

按笔者观点，反例属于数学中的“否定性定理”范畴，可能在某种程度上

限制了我们认识数学的边界。但换一个角度讲，很多反例的存在使得数学多了

层次性，反而激发了活力，打开了一个新的世界，比如：连续函数--光滑函数--

解析函数。 

 

最有名的反例之一要数“单位正方形的对角线长度不能表示成两个正整数

之比”了，即 2 是无理数，这个反例引发了无理数井喷。如果耐心一些，细数

数学分析教材（如《数学分析新讲》）中的反例，还是挺多的。 

 

    简单一点的反例，如举出一个光滑函数，不存在泰勒级数，这个反例是函

数： 1/( ) , 0 ; ( ) 0 , 0xf x e x f x x−= > = ≤ . 这个函数在 0x = 点的任意阶导数均

为 0，因此 这个函数在 0x = 点的泰勒级数恒为 0，矛盾。 

 

    其它例子，如直观上，收敛的广义积分 

0
( )f x dx

∞
<∞∫  似乎应该有 lim ( ) 0

x
f x

→∞
=  

如果 ( )f x 非负，则结论成立；如果 ( )f x 变号，则不一定成立，如 2( ) sinf x x= . 

 

    级数方面，众所周知的结论是
1

1
n n

∞

=

=+∞∑ ，但是
1

1 , 1p
n

p
n

∞

=

<+∞ >∑ . 于是

猜想：对正项级数，当
1( )na o
n

= ，是否有级数
1
n

n

a
∞

=

<+∞∑ . 直观上，似乎是对



的，但是级数
2

1
lnn n n

∞

=

=+∞∑ 就是这个猜想的反例。 

    上述几个例子都是与直观相违背的，这梯形我们在学习数学中不能丢弃直

观思维的启发，但直观想象不能代替严格的数学证明，想当然的习惯要不得。 

 

    可能有朋友还是有这种感觉，上面的例子还是有些做做，似乎是 show 技巧。

其实，随着学习的深入，特别是从一个高的视角“重温微积分”时，会有新的

感悟和发现。重温则不能再走老路，必须注入新的想法。 

 

    比如，泰勒级数那个反例引发了解析函数的概念（参考复变函数教材），反

例中 0x = 是函数 ( )f x 的本性奇点，很多重要理论就是围绕奇点展开的。 

 

    通过广义积分来研究 ( )f x 的渐进性质，属于 Tauber 型理论范畴，这是一个

巧妙的想法（通过函数 f 的线性变换Tf 来研究函数 f 的渐进性质）。举一个例子，

这方面有一个定理： 

设 0t ≥ ， ( )f t 是有界的局部可积函数，定义函数 

0
( ) ( ) (Re( ) 0)ztg z f t e dt z−

+∞
= >∫  

若函数 ( )g z 可以解析延拓到Re( ) 0z ≥ ，则广义积分收敛且满足 

0 0 0
(0) lim ( ) ( )z

z

tg f t e dt f t dt
+∞ +∞

→ +

−= =∫ ∫  

 

    显然，上面定理中的线性变换是 Laplace 变换。这个定理看似就像一道复变

函数习题。其实这个定理是证明素数定理的最困难部分，这方面的细节见美国

数学月刊文章 

 

记 ( )xπ 表示不超过x的素数的个数，所谓素数定理，指下面极限表达式 
( )lim 1

/ lnx

x
x x
π

→∞
=  

这一定理最早由数学家高斯和勒让德猜出结果，但没有给出证明。俄国数学家

切比雪夫通过引入函数 



( ) ln
p x

x pϑ
≤

=∑  

（这里p表示素数）证明了如果 ( ) ~x xϑ 存在（即 lim ( ) / 1x xϑ = ），则素数定理

成立。后人证明极限 lim ( ) / 1x xϑ = 存在，所使用的方法就是证明广义积分 

1 2

( )x x
dx

x
ϑ∞ −

∫  

收敛。令 ( ) ( ) 1t tf t e eϑ −= − ，转化为证明广义积分 

1 02

( ) ( )x x
dx f t dt

x
ϑ∞ +∞−

=∫ ∫  

收敛。具体细节即利用上面的 Tauber 型定理，同时还涉及到黎曼 ( )sζ 函数的一

些基本性质，此处从略（证明过程见美国数学月刊那篇文章）。 

 

 

    上面说的远一些，不过皆在说明，如何从更高的观点看待数学中的那些反

例。还是说一些熟悉的例子吧，先说说狄利克雷函数 

( ) 1 , ( ) 0Q ; R Q,D x x D x x=∈ ∈ −=  

将 ( )D x 限制在区间[0 ,1]上就是一个著名的黎曼不可积函数的反例。 

 

    换一个角度看待这个反例。因为有理数可数，将区间[0 ,1]上的有理数编号

为 1 2 3, , ,q q q ⋅⋅⋅，构造函数列 

1 2 31 , , , , ,
( )

0,
n

n

x q q q q
D x

⎧ = ⋅⋅⋅⎪⎪=⎨⎪⎪⎩ 其它
 

显然函数列 ( )nD x 是[0 ,1]上的黎曼可积函数，积分值为 0 且 ( ) ( )nD x D x→ . 于

是可大胆猜想，用下面的极限来定义 ( )D x 的新的积分： 
1 1 1

0 0 0
lim ( ) lim ( ) : ( )nn n nD x dx D x dx D x dx
→∞ →∞

= =∫ ∫ ∫  

当然，这里选用区间[0 ,1]比较整齐，对于一般的点集E（需要引入测度），推广

阶梯函数到简单函数，然后用其极限来定义 Lebesgue 积分，这是一种思路。 

 

不做一般化讨论，对单个例子 ( )D x ，直接用黎曼积分的极限来定义即可。

细心发现这里的关键在于“极限与积分符号交换运算次序”，这个性质太重要了。

这个反例告诉我们在黎曼积分意义下，极限与积分符号未必可以交换顺序，即

便可以交换，也未必相等。 

 

这个问题与之后的对级数是否可以逐项积分是等价的，都是重要问题。数



学分析教材是通过引入一致收敛概念来解决的，更一般的结论是 Lebesgue 控制

收敛定理（当然要用 Lebesgue 积分了）。花费这么多笔墨，无非想说明如此重

温狄利克雷函数 ( )D x 反例，可以温故而知新。 

 

 

其它著名的反例，如《新讲》中的反例，这个反例否定了人们对连续函数

在只有少数点不可导的直观猜想。 

反例构造如下：记 ( )xϕ 表示x与离它最近整数的距离，则 ( 1) ( )x xϕ ϕ+ = . 

动手画画图，发现这是一个“锯齿函数” 

 

    令
0

(4 )
4

R( )
n

n
n

x
f x x

ϕ∞

=

= ∈∑ ，此函数一致收敛，故为连续函数，这个函数

处处连续处处不可导。这里不去讨论具体细节（见《新讲》第三册），给出一个 
直观描述：随着n的不断增大，锯齿函数 (4 )nxϕ 不断加密，而这些锯齿函数的

叠加就“更锯齿”了（多画画图）。其实，分形几何中有名的雪花曲线，也是这

方面的反例。 

 

    换一个角度，人们之前为什么没有认识到“处处连续处处不可导函数”的

存在呢？一种想法是，通常人们受直观影响，想象中的函数都是分段单调的。

而“处处连续处处不可导函数”是无处单调的连续函数。证明很简单，根据实

变函数中的定理：单调函数几乎处处可导。利用泛函分析中的贝尔“纲定理”，

可知道在连续函数中，处处连续处处不可导函数”占绝大多数。这一惊人结论

堪比，超越数比代数数多得的的结论。 

 

    《新讲》中还给出了填满正方形的皮亚诺曲线，直圆柱的内接折面面积可

以任意大（对比下曲线内接折线，可知这个反例很出乎意料），等反例，这里不

一一介绍了。 

 

    最后，在说一个不那么初等的反例吧。这个反例太有名了，以至于数学系

大三水平都应该知道-----她就是传说中的“米尔诺 7 维怪球”，是微分拓扑学建

立的标志。 



    陈省身老爷子在《微分几何讲义》中给出了米尔诺最初的反例构造方法，

不过太过于拓扑技巧化，这里采用后人发现的更简单而深刻的 7 维怪球反例，

大致方法如下： 

 

约定如下讨论的流形都是紧致可定向的。根据 Thom 的工作，设 7M 是一个

闭 7 维流形，则存在某个 8 维流形 8B ，以 7M 为其边界，即 7 8M B=∂ . 应该指

出，满足 7 8M B=∂ 的 8B 不唯一。 

 

    米尔诺利用上述结论，并结合示性类理论和符号差定理，对 7M 巧妙定义了

一个mod 7 整数微分同胚不变量 7( )Mλ 。这里在mod 7 意义下， 7( )Mλ 不依赖于
8B 的具体选取，故为 7M 的微分同胚不变量。 

 

    对于标准的 7 维球面 7S ，有 7( ) 0Sλ = 。米尔诺构造了这样一个 7 维流形
7M ，它同胚于标准球面 7S ，但是 7( ) 0Mλ ≠ . 于是利用反证法可知这个“7 维

怪球 7M ”不微分同胚于标准球面 7S . 在拓扑等价意义下，也称标准球面 7S 上

具有奇异微分结构。 

 

7 维怪球的构造：定义解析函数： 

1 2 3
5 3 2 2 2
1 25 44 3 5( , , , , )f z z z z z z z z z z= + + + +  , iz ∈C   

方程 1 2 3 4 5( , , , , ) 0f z z z z z = 的解集确定了一个通过原点的 8 维超曲面 8 5M ⊂C . 

再设 1 2 3
9 2 2 2 2 2

4 5: | | | | | | | | | | 1S z z z z z+ + + + = 为标准的 9 维单位球面。 

 

最后，令 7 8 9K M S= I ，拓扑上可以证明 8M 与 9S 横截相交，于是 7K 是

一个 7 维光滑流形。进一步证明光滑流形 7K 满足： 7K 同胚于标准球面 7S ，但

是 7( ) 0Kλ ≠ . 

 

    上述例子与米尔诺原始论文中的例子等价（微分同胚），但要简单和深刻的

多。深入研究发现，超曲面 8M 不是处处光滑的，它在原点 5O ∈C 有一个孤立奇

点（偏导数等于 0），正是这个奇点导致了 7 8 9K M S= I 的怪异性（具有怪异微

分结构）。这个例子也说明了超曲面奇点附近的拓扑结构非常奇妙，后来发展出

了所谓的“奇点理论”。 

 

上述工作是几何（拓扑）与分析结合的典范。进一步研究发现，标准球面 7S

共有 28 种互不相容的微分结构，这 28 种怪球可表示如下： 



6 1 3 2 2 2 9
1 2 3 4 5(6 1, 3, 2, 2, 2) : 0rr z z z z z S−∑ − + + + + = I  

其中， 1,2 , 3 , 2, 8r = L . 显然 7 (5, 3, 2, 2, 2)K =∑ .  

 

    在 7 维怪球上发现了怪异微分结构之后，人们继续研究其它维数的怪球有

无微分结构。如果有，有多少种？目前这方面工作可见下表： 

 

球面微分结构分类表 

这里 3n = 情况是 Perelman 证明 Poincare 猜想的结果的推论，即对 3 维球

面同胚与微分同胚等价。目前剩下的难题是： 

4 维球面 4S 上是否存在怪异微分结构？ 

 

但是，7 维球面球面比较已经比较复杂了，而且维数多少有些特殊（至少不

太整齐）。比n维球面更简单的非平凡流形就是 nR 了，这方面的一个著名结论

是： 

当 4n ≠ 时，欧氏空间 nR 有惟一的微分结构。 

这个结论没有出乎意料，想想也是很自然的事情，毕竟欧氏空间整体上算是

比较“平坦”的了。不过当 4n = 时，却难住了大家，很长时间没有实质性的突

破。或者说没有找到合适的“不变量”来分类。 

 

关于 4R 空间的实质性突破来自数学家 Donaldson，他在研究 Yang-Mills 方

程（来自数学物理领域）时发现了一组新的不变量，可以对四维流形进行细致

的分类。利用此不变量，人们相继在 4R 上发现了若干怪异微分结构。特别地，

利用反证法证明了： 
4R 上存在不可数个互不相容的微分结构。 

个人感觉 4R 的冲击力远超 7 维怪球的冲击力，加深了人们对空间的认识。 

 

    从简单到复杂，举了这么多例子，无非想强调不能简单地视“反例”仅仅

为“反例”，换一个角度往往别有洞天！抛砖引玉，希望大家能从这篇小文章中

有所收获。 
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猜想与形式推导 

SCIbird  

 

说明：鉴于笔者时间和精力有限，文章小错误难免。因此笔者建议读者最好将文章中的结

论动手推导一遍，相信必有收获。光看不练，等于白看。 

 

从文章标题“猜想与形式推导”看，是一个矛盾体，笔者试图将直觉主义与

形式主义结合起来，说的通俗一些，本文重点即谈谈数学中的“连猜带证”方

法。 

 

一般地，就笔者所见，现行的数学教材大都采用形式化写法，即先给出若

干定义，然后给出A B C⇒ ⇒ 之类的证明。虽然逻辑上无懈可击，但是读起来

却比较乏味，收获不多。 

 

其实读读数学史可以知道，一个定理的发现到证明，不可能是完全理性的，

“连猜带证”的现象比比皆是。一位数学大师甲可能太过一种天马行空一般的

途径 A，巧妙地猜出结论 B，然后用当时流行的“严密方法”（可能在现代看来

还是不严密）给出定理 A 的证明 C。随着时间的流逝，定理 A 却被张冠李戴地

冠以数学大师乙的名字，而教材中给出的证明却是完全不同于 C 的方法 D. 通常

后人们只能读到结论 B 和证明 D. 至于 C 有可能在老掉牙的数学历史文献中的

角落找到，而当初的途径 A 则可能永远消失在历史的尘埃中。 

 

途径 A，即高斯所说的“脚手架”，定理 B 即瑰丽的建筑，不论在教材或者

是论文中，总是把“脚手架”拆除掉，留下僵硬的严密证明。每当笔者读到一

个定理时，总不禁要问，为什么只给出“证”，没有“猜”呢？很多结论看起来

不是那么显然啊。在有过一些科研经历后，更是有这种感慨，现实问题比课本

复杂多了，有着太多的变量，有着太高的不确定性。“猜”和“证”的相合，才

是完整的科研。 

 

看过SCIbird文章的人都知道，笔者特别称赞张筑生老师的《数学分析新

讲》教材，不仅仅因为这是自己的第一本数学分析书，还因为张老师的写法启

发性特别强，对“猜”的论述非常独到。本文试图效仿新讲，给出一些“猜”

和“证”的例子，分享一下笔者的学习感悟，读者可以从中学习一些探索方法，

有助于数学分析的学习。 
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需要说明的是限于篇幅，笔者重点谈谈“猜”，至于标准的严格证明，可参

考《新讲》或者其它教材。 

 

先从一个例子谈起：
2

1
2

1
6n n
π∞

=

=∑ . 这个等式最早由欧拉证明，后来人们发

现了许多证明。标准的证明如考察 ( ) | |f x x= 的 Fourier 级数展开式，比较巧妙

的方法如“二重积分法” 

1 1

0 02
1

1 1
1n

dxdy
n xy

∞

=

=
−∑ ∫ ∫  

等，详细证明见《数学天书中的证明》一书，建议大家读读。 

 

该问题尽管有很多巧妙的证明，但欧拉本人的想法仍然非常有启发，其想

法类比了多项式因式分解。 

注意到 sin 0nπ= ，其中 1, 2 ,n =± ± ⋅⋅⋅为方程 sin 0x = 的所有非零根，再

类比多项式因式分解，欧拉得到 
2 2 2 2

2 2 2
1

2 2 2 2

sin (1 )(1 )(1 ) 1
2 3 n

x x x x x
x nπ π π π

∞

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= − − − ⋅⋅⋅= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∏  

利用正弦函数 sinx的级数展开式，并将等式右边无穷乘积展开成幂级数，然后

比较等式两边 2x 项的系数，即得到 
2

1
2

1
6n n
π∞

=

=∑  

当然，欧拉当时并没有考虑收敛性问题，有点阴差阳错得到了正确的结论。

但是在科研中需要明白“有思路总比没思路强，猜出了结果，证明起来就相对

容易了”这个道理。 

 

不论是古人，还是现代人，实际科研中很少有把所有条件都验证完毕后，

才开始行动的。经常是默认某些条件成立，然后往下推导，遇到问题再跳回去

检验，是一种跳跃性模式。 

 

有的情况是猜出了结果，然后用形式推导来反推，最后按正方向来证明。 

比如对 R 上的函数 ( )f x ，通过一些例子，猜想 ( )f x 可以表示成一个偶函数与奇

函数之和（相当于“有序”分解）。初看起来有些棘手，但如果我们假设结论成
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立，即 ( ) ( ) ( )f x s x c x= + （奇偶函数之和），则根据定义，有 

( ) ( ) ( )f x s x c x= + 以及 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x s x c x s x c x− = − + − =− +  

然后就像解方程一样，求出 ( )s x 和 ( )c x 表达式。严格的证明就是直接验证 
( ) ( ) ( ) ( )( )

2 2
f x f x f x f x

f x
− − + −

= +  

很多定理就是类似证明的，不过一般只给出严格的证明（缺少前半步）。这个例

子还算比较显然的（至少好猜），一些复杂的例子就不那么好猜了。 

 

    比如考察两个黎曼可积函数 ( ) , ( )f x g x ，这里 ( ) ( )g x T g x+ = 也是周期函

数。则有如下的黎曼-勒贝格引理： 

0 0 0

1lim ( ) ( ) ( ) ( )
T T T

n
f x g nx dx g x dx f x dx

T→∞
=∫ ∫ ∫  

将整数n换成一般的实数λ，结论仍然成立。 

 

    上面这个等式不太容易直接想到，如果类比 Fourier 级数中的结论，则首先

猜想出下面的等式（当然不一定无条件成立）： 

0
lim ( ) ( ) 0

T

n
f x g nx dx

→∞
=∫  

令 ( ) 1f x ≡ ，上面等式恒成立，则有 

0 0 0 0

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T T nT T
f x g nx dx g nx dx g t dt g t dt

n
= = =∫ ∫ ∫ ∫  

上式的极限是 0，因此只能是 

0
( ) 0

T
g x dx =∫  

考虑 ( ) sing x x= 这个特例，显然满足题意。但对一般的周期函数 ( )g x ，在一个

周期内的积分不一定为 0，通常是 

0
( ) 0

T
g x dx ≠∫  

不过借助几何直观，我们发现将周期函数 ( )g x 适当向上（或向下）平移C个单

位之后，得到的新的周期函数 ( ) ( )x g x Cϕ = + 满足周期积分为 0，即 

0 0 0
0 ( ) ( )

T T T
x dx g x dx C dxϕ= = +∫ ∫ ∫  

由此得到 

0

1 ( )
T

C g x dx
T

=− ∫  

因为我们“猜想” 

0
lim ( ) ( ) 0

T

n
f x nx dxϕ

→∞
=∫  
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所以我们可以进一步猜想 

0 0 0 0

1lim ( ) ( ) lim ( )( ( ) ) ( ) ( )
T T T T

n n
f x g nx dx f x nx C dx g x dx f x dx

T
ϕ

→∞ →∞
= − =∫ ∫ ∫ ∫  

 

    猜想出结果之后，总是可以验证的，而且证明起来也有了方向。具体证明

方法可选择利用阶梯函数逼近 ( )f x 来证明，这里从略。 

 

    一般来说，猜出结果总比证明要容易一些。特别是我们可以通过一些特例

归纳出一般性的结论，然后进一步考虑给出严格的证明。不得不承认，产生出

一个好的想法并不容易，依赖所谓的直觉或经验，这方面恐怕更多需要坚持不

懈地练习与思考。比如猜想一个“好的”函数 ( )f x 可以展开成幂级数（泰勒级

数）就是一个大胆而深刻的猜想，即 
2

0 1 2( )f x a a x a x= + + +⋅⋅⋅  

有了这个想法后，再利用形式推导确定系数相对容易多了。令 0x = ，得到

0(0)f a= ；上面等式两边对x求导，再令 0x = ，得到 1(0)f a′ = ；如此类推，得

到一半的关系式 ( ) (0) !n
nf n a= .  

在泰勒级数问世之前，牛顿等数学大师已经导出了 , sin , cosxe x x等函数的

幂级数表达式，通过类比得到一般的猜想 2
0 1 2( )f x a a x a x= + + +⋅⋅⋅，由此诞生

了解析函数。 

 

站在后人的角度看前人，精彩之余也确实感到数学的严格性问题，实际上

很多大师因为当时的整体环境限制也得到了一些荒谬的结论。所以，采取大胆

猜想，形式推导，案例验证和严格证明这样一条龙的方式更可取一些，这也是

笔者推荐的思维方法。 

 

 

最后我们从工科生的独特角度谈谈复变函数中的柯西定理来结束本文，限

于篇幅，这里不对定理一般性条件做精确表述，只介绍一些想法。严格而完整

的证明请参考阿尔福斯的《复分析》一书。 

 

据说出于习惯，数学系看到一个问题的思维习惯是先考虑存在性和唯一性，

在此纠结了很久，然后再尝试推导。工科生则不管那一套，在极端的情况很难

遇见，和谐是普遍的思想指导下，经常拿来就直接推导或计算。对此可以概括

下工科生对待微积分的解题（或科研）的“三不管”： 
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1. 不管三七二十一，先对 ( )f x 先展开成泰勒级数（或多项式）再说； 

2. 不管三七二十一，先对级数逐项积分或逐项求导再说； 

3. 不管三七二十一，先对含参数积分在积分号下求导再说。 

 

就笔者了解，一般工科《高等数学》或《微积分》教材不讲授“一致收敛”

概念，更不用说“控制收敛”概念，直接应用上述三不管。这在数学系看来，

有些难以接受。所幸，实践表明“三不管”方法非常简单实用，好用就是合理

（工程中的经典原则）。 

 

如果一个工科生在自学完《数学分析新讲》后，被欧拉公式 

cos sinixe x i x= +  

的奇妙所吸引。不禁想到，要是一般的复函数 ze ，或者更一般的复函数 ( )f z 是

不是也会有一些奇妙的结论呢？心动不如行动，考虑当变量为函数的情况，有

没有类似推广。工科生决定采用如下方法。首先，尽可能少定义新的概念，能

从微积分中 copy 就 copy，最好是直接拿来主义，然后再套用“三不管”方法。 

 

根据复数实数化原则，即z x iy= + ，将复数z看成两个实数外加一个序数

单位i，于是先研究 ( ) ( ) ( , ) ( , )f z f x iy u x y iv x y= + = + . 工科生的工具其实就

那些，求导和积分。 

 

首先考虑复变导数的定义，直接 copy 微积分就行了。在他看来，复导数的

极限定义与方向导数和二元函数连续性条件很相似，可类比一下。如果一个定

义是普适的，那么对特例情况也成立。于是沿着两个特殊方向x轴和y轴定义出

的复导数应该相等，由此导出 C-R 方程： 

,u v u v
x y y x

∂ ∂ ∂ ∂
= =−

∂ ∂ ∂ ∂
 

    下面是定义积分，有些麻烦，因为复变函数 ( )f z 实际是 2 维的，但又必须

当做一个整体。由此类比曲线积分，一个想法是定义在一条曲线上 

( ) : ( ( )) ( )
b

C a
f z dz f z t z t dt′=∫ ∫  

此想法还是“复数实数化思想”，即意识到z x iy= + 和 ( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y= + ，

而曲线的参数坐标是 ( ) , ( )x x t y y t= = . 本质上，该想法是将复积分看成两个实

曲线积分。 
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    严格说，作为定义，还需要考察该积分是否与曲线参数表达式的具体选取

有关。不过工科生没有考虑这么多，他发挥其擅长计算的特长，发现 

( ) : ( ) ( )
C C C C
f z dz u iv dx idy udx vdy i vdx udy= + + = − + +∫ ∫ ∫ ∫  

    看到这个表达式之后，出于习惯，他联想到当曲线C是闭曲线时，似乎可

以应用格林公式，计算表明当导函数 ( )f z′ 连续，对闭曲线C有 

( )

0

C C C

D D

f z dz udx vdy i vdx udy

v u u v
dxdy i dxdy

x y x y

= − + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎟ ⎟⎜ ⎜=− + + − =⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫

∫∫ ∫∫
 

这里应用了前面的 C-R 方程。一个著名的结果（柯西定理） 

( ) 0
C
f z dz =∫  

    对比一下《新讲》中曲线积分与路径无关章节，可定义一个只依赖于起始

位置的“点函数” ( )F z ，它不依赖于路径的选取 

0
( ) ( )

z
F z f dτ τ= ∫  

出于习惯，得到一个抽象的结论之后，总想着拿例子验证一下。工科生选择了

幂函数 nz ，结果支持自己的判断。 

 

    工科生继续应用自己有限的工具前进，不管三七二十一，先把 ( )f z 展开成

幂级数再说。 
21( ) ( ) ( )( ) ( )( )

2!
f z f a f a z a f a z a′ ′′= + − + − +⋅⋅⋅  

两边直接求积分没什么意思，无意中发现对等式 
( ) ( ) 1( ) ( )( )

2!
f z f a

f a f a z a
z a z a

′ ′′= + + − +⋅⋅⋅
− −

 

两边求积分（注意到等式右边除第一项外都是多项式），得到新的等式 
( ) ( )

C C

f z dz
dz f a

z a z a
=

− −∫ ∫  

这里C总是默认为一条简单闭曲线。 

 

    工科生心想，如果C是圆周 : iC z a re θ= + 那就好办，直接代入得到 

2

0
2

i

iC

dz ire d
i

z a re

θπ

θ

θ
π= =

−∫ ∫  

但是闭曲线C不是圆周怎么办？工科生忽然想到了格林公式里面的“挖奇点”

技巧，在闭曲线C内做一个包含点a的充分小的圆Cε ，则闭曲线C与圆Cε 所围
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区域没有奇点，可以应用格林公式，于是得到 

2
C C

dz dz
i

z a z aε

π= =
− −∫ ∫  

由此得到另一个有趣的结果（柯西公式） 
1 ( )( )

2 C

f z
f a dz

i z aπ
=

−∫  

有意思，一点的函数值竟然可以用包围该点的闭曲线的积分来确定。 

 

    将上述公式看做一个含参数a的积分，再来一下积分号下求导，得到 

2

1 ( )( )
2 ( )C

f z
f a dz

i z aπ
′ =

−∫  

反复积分号下求导，得到 

( )
1

! ( )( )
2 ( )

n
nC

n f z
f a dz

i z aπ +=
−∫  

    看到导数竟然与积分发生“等式联系”，工科生想到了泰勒级数与傅里叶级

数，前者的系数通过导数确定，后者的系数通过积分确定。想不到，竟然在复

数里取得了思想上的“统一”。越想越抽象，有些意识流了，再考虑到走的太远

了，工科生决定暂时收手了。 

 

    以上故事当然是虚构的，不过那“三不管”（三板斧）倒是真的，我见过的

许多人（包括我自己）都这么用过，物理和力学教材中很多定理就是这么推导

出来的。物理学大师费曼算是工科生吧，据他自己在自传中描述到，他一直搞

不懂围道积分，所以一直用积分号下求导这一方法，用的是炉火纯青！ 
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谈谈数学中的构造法 

SCIbird  

 

说明：鉴于笔者时间和精力有限，文章小错误难免。因此笔者建议读者最好将文章中的结

论动手推导一遍，相信必有收获。光看不练，等于白看。 

 

在写本文时自然想到了“反例”，确实，数学中很多天才的构造方法是以“反

例”形式出现的。在数学分析中，最具代表性的要数“处处连续处处不可导函

数”这个经典反例。 

记 ( )xϕ 表示x与离它最近整数的距离，则 ( 1) ( )x xϕ ϕ+ = . 建议动手画画

图，发现这是一个“锯齿函数” 

 

    令
0

(4 )( ) ,
4

R
n

n

n

x
f x x

ϕ∞

=

= ∈∑ . 此函数级数是一致收敛的，因此定义了一个连

续函数，这个函数处处连续处处不可导。具体证明见《新讲》第三册。 
注：张筑生老师的《数学分析新讲》简称《新讲》，以下同。 

 

    上面反例的证明不难，但对于这种天书一般的想象力，很多人自然想一探

究竟，如何想出来的。笔者曾试图归纳总结一下想象力或者创造力有没有什么

规律，结果却是徒劳。大概试图用一种确定性方法，来研究高度不确定的对象，

可能出发点就不太对。这也许就是创造力本身被称赞为艺术的原因之一吧，数

学中的构造性方法是创造力的典型代表。 

 

    本文不采用抽象的论述来描述构造法，而是试图用一些例子来说明一下。

个人经验表明，如果你对某个 XX 理论感到难以掌握，那么最好去搜集整理十个

该理论的经典例子，然后完整地推导一遍，会有一个认识上的飞跃的。 

 

数学中的构造性方法有几种体现： 

1. 有的是否定某个想法（如上面的处处连续处处不可导函数）； 

2. 有的是验证某个结论是否成立，比如我们研究某一类函数或泛函的下确

界问题，猜出下界C，然后在构造一个函数序列，使得下界C能够被逼
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近，这说明C就是所求的下确界。 

3. 有的是验证某些定理成立的前提条件，如果条件改一改定理结论是否成

立？如著名的布劳威尔不动点定理断言从单位闭球到单位闭球的连续

映射 : n nf D D→ 必有不动点 0 0( )f x x= . 这是一个拓扑学定理，如果把

单位闭球 nD 换成一般的单位球面，是否存在不动点？容易证明，不动

点不一定存在，如设映射 f 为对径映射 ( )f x x=− ，这也是一种构造法。

实际上不动点证明的关键是利用了单位闭球 nD “凸性”，下面这张图在

不动点的各种证明（如《新讲》第三册）中经常遇见，这个构造的新映

射 ( )g x 太重要了！ 

 
 

上面这几个例子还是局限在数学分析本身，其实构造法还可以走的更远一

些，如分析和几何跨界。这里强调：本文所称“构造法”，不仅包括严格的数学

证明，也包括一些带有想象力的独特想法。下面用两个问题来说明一下。 

 

第一个问题是北大 2009 年研究生考试的一道数学分析试题，问题如下： 

已知 , , 0 ,x y z x y z π≥ + + = ，试求 2cos 3cos 4cosx y z+ + 的最大值和最

小值。 

 

本题的解法并不难，难的是如何求解超越方程。先消去z转化为无条件极值

问题，则原问题等价于求下列二元函数的最值： 

2cos 3cos 4cos 2cos 3cos 4cos( ) : ( , )x y z x y x y f x y+ + = + − + =  

其中 ( , )f x y 定义在有界闭区域 {( , ) | 0 , , 0 }D x y x y x yπ π= ≤ ≤ ≤ + ≤ 上。由

区域D的紧性以及 ( , )f x y 的连续性可知，最大值和最小值存在。 

    求解过程很流程化，先求边界上最值，再求解内部的驻点值，然后放在一
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起比较大小即可。容易求出边界 D∂ 上最大值为 5，最小值为 1；求解内部的驻

点值似乎要求解三角方程： 

( , ) 4sin( ) 2sin 0
( , ) 4sin( ) 3sin 0
x

y

x y x y x
f x y x y y
f =⎧ + − =

= + − =
⎪⎪⎨⎪⎪⎩

 

客观说，笔者初解时被这个问题卡住许久，不大相信北大出这道题是要考生

求解方程。经过思考之后，笔者发现，问题是要求函数的驻点处的函数值，而

不是驻点值，也就说只要证明驻点存在即可。 

 

    一方面，偏导数方程给出了三角函数的“比例关系”。另一方面可观察到若

驻点值存在，则 ,x y都是正数且满足x y z π+ + = . 多少有些灵感划过心海吧，

我意识到如果把 , ,x y z视作三边之长分别为 , ,a b c的三角形的内角，则由“正

弦定理”（来自几何），得 

sin( ) sin sin
c b a
x y y x

= =
+

 

结合偏导数方程，得到关系式 2 , 3 4a c b c= = . 令 6 , 4 , 3a t b t c t= = = ，则不难

验证确实可以构成一个三角形，且满足此关系的三个内角是惟一确定的，这就

证明了驻点的存在性。 

    余下就容易了，利用余弦定理可以算出 
11 29 43cos , cos , cos
24 36 48

x y z=− = =  

于是驻点对应函数值为 
11 29 43 612 3 4 5
24 36 48 12

− × + × + × = >  

于是原问题所求最大值为
61
12

，最小值为 1. 出乎意料，这个最大值还真不好猜。 

    本题的巧妙之处在于以“正弦定理”为桥梁，将一个三角方程问题转化为

一个三角形的边角关系问题，算得上是“数形结合”的例子吧。 

 

    另一个问题是一道智力题，一般化的表述为： 

设在区间 (0 ,1)内随机选取n个数，求这n个数中最小的数的期望。 

 

    这个问题不算难，有标准的解法。每个数在 (0 ,1)都服从均匀分布，即这n个

数是独立同分布的。记第i个数对应的随机变量是 iX ，则原问题转化为求最小

数的概率分布或概率密度 

1{min( , , ) } ?nP X X x⋅⋅⋅ ≤ =  
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然后在按照数学期望公式直接计算即可。 

首先，由独立同分布可知 

1 1

1 1

{min( , , ) } 1 {min( , , ) }
1 { , , } 1 { } { }

n n

n n

P X X x P X X x

P X x X x P X x P X x

⋅⋅⋅ ≤ = − ⋅⋅⋅ >

= − > ⋅⋅⋅ > = − > ⋅⋅⋅ >
 

    其次由独立随机变量 iX 服从 (0 ,1)上的均匀分布 
1

{ } 1
x

iP X x du x> = = −∫  

    由上面可求出这n个的联合分布函数 

1min ( ) {min( , , ) } 1 (1 )nnF x P X X x x= ⋅⋅⋅ ≤ = − − , (0 ,1)x ∈  

于是其对应的概率密度函数为 
1

min min( ) ( ) (1 )nf x F x n x −′= = −  

    所求最小数 1min( , , )nX X X= ⋅⋅⋅ 的数学期望为 

1

0

1 1(1 ) (2 , )
1

nEX nx x dx nB n
n

−= − = =
+∫  

计算中用到了Γ函数与B函数的一些基本性质。 

 

    这是一个标准且严格的数学证明，也是笔者最初想到的方法。但总觉得不

太自然，因为当时很快猜出了结果1/ ( 1)n+ ，总觉得有更直观的思路，感觉就

在眼前，但却捕捉不到。晚上在超市里买火腿肠时来了灵感，笔者发现这个问

题可以转化为更直观亲切的表述： 

考虑一根长度为 1 的火腿肠，随机切n刀，分成 1n+ 段，问最左边的那一

段长度期望是多少？ 

 

将这 1n+ 段火腿肠调整排列次序，仍然组成一根长度为 1 的火腿肠，构成

另一个n刀切（某种平等性），可推测出这 1n+ 段火腿肠的长度期望均相等，都

是1/ 1n+ ，这个数就是我们所求的最小数的期望。直观上确实不难想到，最左

边那段火腿肠没有什么特殊性。 

 

    上面两个问题第一个借助于几何来构造求解方法，第二个借助于物理来构
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造求解方法。将一个具体问题抽象化能有助于帮助我们接触到数学本质。反过

来，将一个抽象问题具体化、直观化，有助于找到方向，毕竟构造法是一个具

体过程。 

 

    数学中的构造方法太多了，诸如多项式逼近连续函数的“伯恩斯坦多项式”，

傅里叶级数理论中的“费耶和”，求解非线性方程的“牛顿迭代法（切线法）”

等等。只有对这些定理的应用条件和证明关键地方掌握得非常熟练，再配合大

量的应用联系，才能提高创造力。天下没有免费的午餐，熟能生巧，此提高创

造力的必要条件也。 

 

 

    最后介绍一下中值定理辅助函数构造法中最常见的“
P

e∫ 因子法”，该方法

体现了中值定理与微分方程之间的联系，在解题中非常实用。 
 

中值定理与微分方程关系紧密，比如 1 阶形式 ( ) ( ) ( ) 0f P fξ ξ ξ′ + = . 将ξ视

作变量x，得到一个一阶微分方程 ( ) ( ) ( ) 0f x P x f x′ + = . 分离变量，再积分得到  
( )

( ) 1
P x

f x e∫ =  

上式两边对变量x求导，再注意到关键因子
P

e∫ 是正的，可以消去，得到 

( ) ( ) ( ) 0f x P x f x′ + =  

就笔者所见，大多数 ( ) ( ) ( ) 0f P fξ ξ ξ′ + = 类中值定理问题的辅助函数如下 
( )

( ) ( )
P x

F x e f x∫=  

然后验证 ( )F x 有“两个零点”，应用罗尔中值定理，得 ( ) ( ) ( ) 0f P fξ ξ ξ′ + = . 

不光是中值定理问题，很多凑全微分问题也利用了上面的因子法思想，如 

 

设C是区间[0 ,1]上的所有实值连续可微函数 f 的集合，且 (0) 0 , (1) 1f f= = . 

求出最大的实数u，使得 f C∀ ∈ ，不等式 
1

0
| ( ) ( ) |u f x f x dx′≤ −∫  

恒成立。 

 

所求最大实数 1u e= / . 这里利用导数恒等式 ( )x xf f e ef−′ ′− = ⋅ 以及 xe 在

区间[0 ,1]上的单调性( 1xe ≥ )，得 
1 1 1 1

00 0 0
( ) ( ) ( 1| ( ) ( ) )| | |x x x xf x f x dx f dxe e e ef dx f

e
− − −′ − = ≥ =′ ′ ′ =⋅∫ ∫ ∫  



本文由 SCIbird 排版整理 

于是 1u e≥ / .  

 

    放缩中我们利用了关系式 1xe ≥ ，显然为了使得下确界成立，还必须构造函

数序列，使得1/e可以被函数序列积分逼近。一种构造方法是利用直线和指数函

数组合成的分段函数来构造函数序列。当然，这种分段函数在连接点位置不一

定可导，不过可以挖去这小部分，然后用一个光滑函数来连接，而不显著影响

积分值。具体过程留给大家去思考。 

 

二阶中值定理不常见，如果是常系数的情况 ( ) ( ) ( ) 0f pf qfξ ξ ξ′′ ′+ + = ，且

方程系数满足 2 4 0p q− ≥ . 此时可效仿一阶情况。这类二阶问题一般需要函数

( )f x 有三个零点，然后求导两次，得到表达式。 

 

    辅助函数的构造依然按照解微分方程思路，根据《新讲》第一册介绍的算

子法，引入微分算子 /D d dx= ，设方程 2 0t pt q+ + = 的两根为 1 2,λ λ ，则 

1 2( )( ) ( ) 0D D f xλ λ− − =  

解上面的微分方程，仍然可以按照一阶方程的因子法。 

先可构造辅助函数 
2( ) ( )xF x e f xλ−=  

如果 ( )f x 有 3 个零点，对上面公式求导可知 2( ) ( ) ( )g x D f xλ= − 有 2 个零点。

类似地，再构造辅助函数 1( ) ( )xx e g xλϕ −= ，求导可知 

( ) ( ) ( ) 0f pf qfξ ξ ξ′′ ′+ + =  

 

最后强调，中值定理的试题比较活，需要活学活用才行，常需要分析法和

归纳法相结合。 

 

数学中的构造方法变化多端，少有定法，本文涉及的几个微积分初等例子

也不可能穷其所有。如果对提高数学创造力给出一个可行的具体办法（带有个

人看法），除去天赋之外，笔者给出的建议是：熟能生巧，多想多干。 

 

祝大家学习顺利！ 

 
 



本文由 SCIbird 排版整理 

硬算是一门基本功 

SCIbird  

 

说明：鉴于笔者时间和精力有限，文章小错误难免。因此笔者建议读者最好将文章中的结

论动手推导一遍，相信必有收获。光看不练，等于白看。 

 

听很多人说过，数学分析这门课程技巧很多，特别活。确实，学好数学分

析必须掌握分析中的一些基本技巧，如逐次逼近、分段估计、基底分解，反演

变换等等。有些方法之精巧，构思之巧妙，甚至令人望而生畏。 

 

客观说，数学分析里也有技巧性要求较低的方法，比如计算。很多人将计

算归到微积分中，认为和数学分析是两回事。笔者没有这方面成见，数学分析

和微积分本是同源，先贤大师们都不认为是两家，笔者更是如此。有句话说，

天下武功唯快不破。那么也可以说，数学分析为“算”不破。做题也好，搞科

研也罢，很多好的想法或猜想就是在计算中发现的，数论中的类似例子就很多

（如哥德巴赫猜想和黎曼猜想）。 

 

    很多时候，某些数学证明本质就是一系列暴力计算，如级数乘级数，或者

一系列的求导合并同类项等。一般认为，严格证明“中国剩余定理”的是欧拉

和高斯，而中国古人讲究具体计算，而不是一般性的证明，为什么冠以“中国

剩余定理”之名？其实，中国古人构造的算法本身就是这个定理的证明，算即

是证明。 

 

    笔者之前写过一篇关于“猜想与形式推导”的文章，而计算常常也是形式

推导中的一种，笔者称之为“硬算”。目前有一个糟糕的两极分化现象，工科的

偏爱计算，见到证明题就头大；数学系的偏爱证明，对计算不屑。其结果是走

两个极端，工科的证明水平比较低，数学系的计算能力比较差。记得上研究生

数值分析 A 时，身边一个 mm 抱怨“老师讲那么多理论干嘛，只要告诉我怎么

算就行了”，而且很理直气壮，很强大。又惊闻某实验班教授数学分析，结果有

的学生算个常规不定积分，半天做不出来。笔者觉得十分有必要扭转这种不好

的现象，证明和计算是统一的，而不应该人为的割裂开。 

 

很多数学定理的发现或者证明确实是算出来的，即便将来打算搞基础数学，

适当加强自己计算能力也是有好处的（特别是电脑时代，数值实验变得很容易）。
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有些东西你不亲自动手算算，你是看不出规律的，你不积累，如何爆发！ 

 

回顾历史，许多大数学家都是擅长计算的，比如笔者的数学偶像高斯，后半

辈子在搞天文计算。那时没计算机，基本靠手算，天文数字很好算吗? 不过后

人整理高斯的手稿时，发现他很少有算错的。 

 

    以高斯发现素数定理为例。记 ( )xπ 表示不超过x的素数的个数，所谓素数

定理，指下面极限表达式 
( )lim 1

/ lnx

x
x x
π

→∞
=  

高斯记函数
2

Li
ln

x dt
x

t
= ∫ （这是一个非初等积分），这是 ( )xπ 的另一个渐进

表达式。由洛比达法则可知 
Lilim 1
/ lnx

x
x x→∞

=  

    函数 lix按如下方式定义 

1

0 0 1
li lim

ln
x dt

x
t

η

η η

−

→ +

⎛ ⎞⎟⎜= + ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∫ ∫  

显然Li li li 2x x= − .  

 

与前人思路不同高斯不是简单研究 ( )xπ 的数值分布特点，而是考察比值

( ) /x xπ 的分布特点，猜测是否有简单函数来近似代替。 

 

表格出自华罗庚的《数论导引》 

 

按数学家迪厄多内的说法，高斯考虑 ( , 1000)x x+ 内的所有素数，通过大量
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的计算，高斯从数值表中观察到，当x很大时，有下面的近似性质：  

( 1000) ( )
1000

x xπ π+ −
正比于

1
lnx

 

数值计算表明，用Lix来近似表示 ( )xπ ，效果不错。 

 

笔者相信如果不是高斯事先计算了大量的素数，他也不可能发现观察出素数

分布密度特征的。当然，这里面也包含了高斯的数学直觉。笔者也猜想，古人

搞天文计算，经常与大数打交道，不可能不熟悉对数表，有的大师更是将对数

表背下来了，相信高斯就是其中之一。这里需要指出，被对数表也有窍门，经

常要与差值计算相结合，这样可以减少工作量。 

 

 

    素数定理的例子有些高深，可以再举一个亲切的例子，求函数乘积 ( )( ) nuv 的

导数展开公式，也称莱布尼茨公式。这个公式证明不是很复杂，结论也不是很

难记，不知大家有没有算过？ 

( )
( ) 2
( ) 3 3

uv u v uv

uv u v u v uv

uv u v u v u v uv

′ ′ ′= +
′′ ′′ ′ ′ ′′= + +
′′′ ′′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′′= + + +

⋅⋅⋅

 

如果你有耐心，计算次数比较多，如 3 次、4 次、5 次，合并结果中的同类

项后，你会发现两个规律： 

1. 各项系数是二项式系数（杨辉三角)； 

2. 函数 ,u v的导数阶数之和都为n . 

 如果你记忆力足够好或高中学的扎实，你会立刻发现这很像二项式展开式，

所以你可以大胆的猜想一般结果是： 

( ) ( ) ( )

0

( )
n

n k k n k
n

k

uv C u v −

=

=∑  

这就是后来的莱布尼茨的公式。你可以尝试用数学归纳法严格证明它。这个例

子说明并不是所有的数学定理都隐藏的很深，很难发现规律，数学有时候也很

简单和自然。 

 

当然，上面的求导公式例子比较简单，计算量比较小。其它问题可就不一定

了，比如微分方程 ( ) ( ) 0y p x y q x y′′ ′+ + = ，笔者经常发现很多人询问这个方程

的解是什么，求解答等等。估计很多人是在科研过程中遇到这个问题。 
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数学系的显然知道，上面的二阶变系数微分方程通常没有“初等解”，所以

很多人一厢情愿地想找到某个解的想法泡汤了。然后很多数学系的人对此问题

就不管了，反正没有初等解。 

 

其实没有初等解不代表没有解，方程 ( ) ( ) 0y p x y q x y′′ ′+ + = 的解也不是解

不出来。不过你得换一种思维习惯，接受“级数解”。诚然，初等函数的范畴太

狭窄了，而非初等函数又似乎神秘莫测。不过，古人想出了一招，可以研究相

当多的非初等函数，那就是幂级数和三角级数。很多非初等函数是可以表示成

幂级数的，比如大名鼎鼎的椭圆函数。级数，数学分析教学中被低估了的强大

工具。 

 

    关于微分方程 ( ) ( ) 0y p x y q x y′′ ′+ + = 的幂级数解法详见《数学物理方法》

教材，这里不多说了。幂级数方法也可以处理一些非初等积分，例如根据勒让

德等人在椭圆积分方面的研究结果，第一类椭圆积分的标准型为 

2 2

2

0

( )
1 sin
d

E k
k

π

ϕ

ϕ
=

−
∫  

其中参数 20 1k< < . 将被积函数对 2k 做二项级数展开，再对ϕ逐次积分，计算

得 

2 4 61 9 25( ) 1
2 4 64 256

E k k k k
π ⎛ ⎞⎟⎜= + + + + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

L  

    注意，上面得到的是精确解，而不是数值积分中的近似解。实际应用中也

不一定全用幂级数，也可以使用三角级数，或者其它特殊函数。记得有本名著

叫《特殊函数概论》，有兴趣的读者可以去看一看。 

 

 

据笔者了解，有人排斥“硬算”还有一个莫名的原因----“不体现数学美”。

在这些人看来，只有简洁优美的数学证明才值得看。而与硬算有关的东西，哪

怕是证明，通常很暴力，甚至 ugly！ 

 

上面的想法要不得，除非天赋异禀，否则这样的人或者没有科研经验，或

者本身不能给出证明，却始终幻想“存在”某条“数学捷径”。数学史一再证明

了，很多优美深刻的数学定理的“第一个证明”（优先权），通常不完美，有时

也不是很严格，甚至很 ugly！ 
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    为了说明这一点，举一个笔者见过的典型例子-----Fourier 级数（够深刻优

美吧）的“发现”。注意，笔者强调的是发现，而不是证明。当年数学家傅里叶

通过物理中的研究热传导现象，提炼出一个偏微分数学方程： 
2

2
2

(0 , ) ( , ) 0 , 0
( ,0) ( ) , 0

T T
k

x t
T t T t t
T x f x x

π
π

⎧⎪ ∂ ∂⎪ =⎪⎪ ∂ ∂⎪⎪⎪ = = >⎨⎪⎪ = < <⎪⎪⎪⎪⎪⎩

 

除偏导数方程外，另外两个是边值条件和初值条件。k是热传导系数，通常不是

整数。方程对应物理模型是一根长度为π的细长杆，两段温度为 0，侧面绝热。

这里不严格讨论物理过程和方程是如何建立的（可参考《数学物理方法》教材），

只探讨傅里叶当年是如何来求解这个方程的梗概，方法非常经典（也很暴力），

即“分离变量法”： 

 

傅里叶假设方程的解可以分离变量 ( , ) ( ) ( )T x t X x Y t= ，然后代入原方程得

到 2( ) ( ) ( ) ( )X x Y t k X x Y t′′ ′= ，于是 

2

( ) ( ) :
( ) ( )

X x Y t
k X x Y t

λ
′′ ′

= = −  

显然，上面方程若恒等，只能等于常数 λ− （这里常数 0λ> ）。对 0λ = 和 0λ<

两种情况可以排除，读者可自行推导一下。 

 

记 2:λ μ= ，其中 0μ> . 考虑常微分方程 
2 2( ) ( ) 0X x k X xμ′′ + = ，边界条件 (0) 0 , ( ) 0X X π= =  

上面方程的通解是 ( ) cos sinX x A kx B kxμ μ= + ，代入边界条件得到 0A= ，以

及 sin 0B kμ π= ，由此得到 k nμ = （整数），于是常数 

2
2n

k
λ μ

⎛ ⎞⎟⎜= = ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 

再求解微分方程 ( ) ( ) 0Y t Y tλ′ + = 。最终得到这样一个特解 

( , ) sinn n
tT x t b e nxλ−=  

    傅里叶的想法是把所有满足条件的解都拿来主义，放到一起（所谓叠加原

理），得到该问题的级数解： 

1

( , ) sinn
t

n

T x t b e nxλ
∞

−

=

=∑  

    注意到，还有一个初始条件 ( ,0) ( )T x f x= ，于是得到 
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1

( ) sin
n

nf x b nx
∞

=

=∑  

注意到等式左边每一项是一个周期函数也是一个奇函数，可以奇延拓到[ , 0]π−

上去，然后进而按照周期延拓到整个实数轴上去。 

 

    傅里叶并没有停止脚步，他发现如果把边值条件修改一下，变成 

(0 , ) ( , ) 0=T T
t t

x x
π∂ ∂

=
∂ ∂

 

同样的方法，能得到一个含有余弦级数的偶函数 

0

1

( ) cos
2 n

n

a
f x a nx

∞

=

= +∑  

考虑到一个函数 ( )f x 能表示成一个奇函数与偶函数之和，傅里叶提出一个极为

大胆的猜想，这是即泰勒级数之后又一伟大的猜想： 

1

0( ) cos sin
2 n

n n

a
f x a nx b nx

∞

=

= + +∑  

这就是名震千古的 Fourier 级数，至今仍然是数学的主流！ 

接下来需要确定系数 ,n na b ，可以采用欧拉的积分方法，也就是现行教材中

利用三角函数积分的正交性标准方法。 

 

严格来说，上面的等式未必成立。通常关于 Fourier 级数的收敛性有很多判

别定理，如狄利克雷条件等（见《新讲》）。站在现代角度讲，傅里叶的以上想

法看起来更像是牵强附会的形式推导，外加一堆蛮力硬算（当然后人们补充了

若干证明，使之成为严格的数学理论）。 

 

但正是傅里叶的以上很暴力、不严格、甚至异想天开的想法，开辟了一个

新的天地。在笔者看来，这些想法不比当今教材中的严格证明逊色，甚至有过

之而无不及。 

 

    笔者后来发现原来《新讲》第三册中也给出了上面的分离变量法，得到了

Fourier 级数表达式，不过采用的例子是弦振动方程，而不是热传导方程，但方

法大同小异。不过可惜的是，也许出于教材写法的限制，张老师没有从创立者

的角度来写文章，笔者最初读起来没有什么太多激动感。 

 

多年后笔者回想，为什么同样的文章读起来没有热血的感觉呢？为什么小
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孩子对很多大人习以为常的事情那么好奇，觉得不可思议，大人们却无动于衷

呢（可能是大人们知道太多了）。在数学中进行换位思考，假设自己处于创立者

的角度，换个角度看问题，就别有洞天了！ 

 

试想，分离变量法是大学《数理方程》课程中的经典方法，但有多少人想

过，假设自己不知道 Fourier 级数，那么在用分离变量法求解热传导方程或者弦

振动方程时，我们其实发现了一种三角级数，就是 Fourier 级数。 

 

 

 

附录： 

 

一般来说文章写得太长不太好（大家都很忙，太长了就没人看），用 A4 纸

写得话，最好不超过 6 页。当然，如果是 20XX 年北大数学分析试题解答的话，

估计写成 20 页，仍然会有很多人看下去，因为需要。 

 

但凡事没有免费的午餐，看完一本 200 页的书，可能只有 20 页是精华，这

种现象太普遍了，但你事先不知道这 20 页的精华在哪里。也许有大牛会主动挑

出来精华部分。但不经过“简单→复杂→简单”的过程，怎么能如何体会到“大

道至简”的含义呢？ 

 

    工程中有一个道理，如果没什么思路，不知道如何建立模型，那么就往后

退，从最原始的数据出发来研究。而数学研究中的最原始方法何尝不是计算呢？

工科生重计算，数学系重证明，这纯粹是剑宗和气宗的门户之见，要不得。 

 

    最后，有一个例子太经典了，于是不得不把本文加长，作为附录添加到文

章里，这又是一个经典的硬算例子，出自数学大师高斯之手，被收录进SCIbird

编辑整理的《高斯经典文章及相关数学工作汇编》一书（网上有电子版）。 

 
 



算术-几何平均数列与椭圆积分 

SCIbird  

谨以本文纪念一代数学大师高斯 

 

摘要：本文主要以《高斯全集》第三卷所提供的材料为基础整理成文章，尝试

用相对通俗和现代的语言来解释下高斯在“算术-几何平均数列与椭圆积分”之

间建立联系这一出色工作。这篇文章难度不大，读者具有大学二年级微积分水

平即可。 

 

    数学大师高斯曾经考虑过下面的数列 

1

1

2
n n

n

n n n

a b
a

b a b

+

+

⎧ +⎪⎪ =⎪⎪⎨⎪⎪ =⎪⎪⎩

 

其中 00 , ( 0)a a b b a b= = > > ，我们不妨设称此数列为“算术-几何平均数列”，

简称为 A-G 平均数列。由均值不等式，得 n na b≥ ，进而得到 

1 2 1n na a a a b b b≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥L L  

再由单调有界数列必有极限，知两数列必有极限。为证明两极限相等，需

要一点技巧。根据“闭区间套”定理可归纳出如下猜想， 

1 10
2

n n
n n

a b
a b+ +

−
≤ − ≤  

上面不等式左边显然成立，将递推关系代入知右边不等式等价于 n n nb a b≤ ，

显然也成立。由“闭区间套”定理知 A-G 数列存在共同极限 

lim lim : ( , )
n nn na b M a b
→∞ →∞

= =  

    高斯的主要工作就是给出了极限 ( , )M a b 的具体表达式 

( , )
2 ( , )

M a b
G a b
π

=  (1)

其中 

2 2

2

2 2
0

( , )
cos sin
d

G a b
a b

π

ϕ

ϕ ϕ
= ∫ +

 

这个 ( , )G a b 称为高斯型椭圆积分，也称为第一类椭圆积分。高斯的工作正

是揭示了 A-G 平均数列与椭圆积分之间存在奇妙的联系。 

    在知道积分表达式 ( , )G a b 的前提下，我们可以证明等式（1）成立，过程



如下： 

    考虑积分变量代换 

2

2 sinsin
( ) ( )sin

a
a b a b

θ
ϕ

θ
=

+ + −
 

容易验证当θ变量从0 变化到 2π / 时，变量ϕ也在改范围内单调递增变化。微分

上式，得 
2

2 2

( ) ( )sincos 2 cos
[( ) ( )sin ]
a b a b

d a d
a b a b

θ
ϕ ϕ θ θ

θ
+ − −

=
+ + −

 

另一方面，由 2 2sin cos 1ϕ ϕ+ = 得 
2 2 2

2

( ) ( ) sin
cos cos

( ) ( )sin
a b a b
a b a b

θ
ϕ θ

θ
+ − −

=
+ + −

 

由此可建立等式 
2

2 2 2 2

( ) ( )sin2
( ) ( )sin ( ) ( ) sin
a b a b d

d a
a b a b a b a b

θ θϕ
θ θ

+ − −
=

+ + − + − −
 

注意到 
2

2 2 2 2
2

( ) ( )sincos sin
( ) ( )sin
a b a b

a b a
a b a b

θ
ϕ ϕ

θ
+ − −

+ =
+ + −

 

所以得到“加法公式” 

2 2 2 2 2
2 2cos sin

cos sin
2

d d

a b a b
ab

ϕ θ

ϕ ϕ
θ θ

=
+ ⎛ ⎞+ ⎟⎜ +⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 

取 1 1,
2
a b

a b ab
+

= = ，则 

2 2

2 2
0 0 1 1

2 2 2 2 2 2
( , )

cos sin cos sin
d d

G a b
a b a b

π π

ϕ θ

ϕ ϕ θ θ
= =

+ +
∫ ∫  

反复迭代上面的“加法公式”，得 

2

2

2 2 2
0

( , )
cos sinn n

d
G a b

a b

π

θ

θ θ
=

+
∫  

由不等式关系 n na b≥ ，得到 

( , )
2 2n n

G a b
a b
π π

< <  



上面不等式两边对n取极限，利用夹逼定理，得 

( , )
2 ( , )

G a b
M a b
π

=  

这样我们就证明了前面的结论。 

值得注意的是我们是已知极限的表达式来证明的，知道了结果总是一个有利

条件。但是，如果仅从 A-G 数列出发，则很难猜出极限 ( , )M a b 的积分表达式

的。这个积分表达式又相当整齐，很长一段时间，我一直猜想高斯可能是先研

究积分变换的“加法公式” 

2 2

0 0
2 2

2

2 2 2 2 2
( , )

cos sin cos sina b

d d
G a b

a b ab

π π

ϕ θ

ϕ ϕ θ θ⎛ ⎞+ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

= =
+ +

∫ ∫  

然后自然导出 A-G 数列的。这样比直接从 A-G 数列出发要容易些。 

但是，高斯可能采用的是双向思维，而且从 A-G 数列出发直接导出了极限

( , )M a b 的椭圆积分表达式，所用的方法是大学本科《数理方程》中常见方法-----

幂级数法（一般用来求解变系数常微分方程的），这一点令我非常震撼！ 

下面我们就介绍下高斯的杰出思路： 

 

    考察 A-G 数列和极限 ( , )M a b 的结构，我们可以归纳出下述几条性质： 

1. ( , )M a a a= ； 

2. ( , ) ( , ) , 0M ta tb tM a b t= ≥ （齐次性）； 

3. ( , ) ( , )
2
a b

M a b M ab
+

= , 此为函数的加法公式，相当于说 

1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )M a b M a b M a b= = =L  

    性质 3 涉及的这个“加法公式”极为重要，要多留心。 
高斯先考察函数 (1 ,1)M x+ 的幂级数展开 

2 3(1 ,1) 1M x Ax Bx Cx+ = + + + +L (2)

由性质 3 中的加法公式，知 
1
2(1 ,1) (1 , 1 )M x M x x+ = + +  (3)

为去掉根号表达式，高斯考虑变换 22x t t= + ，代入（3）得 
2 2

(1 ,1) (1 ,1 ) (1 ) (1 ,1)
2 2(1 )
t t

M x M t t t M
t

+ = + + + = + +
+

 

由以上各式得 



2 2 2 2 3

2 4 6

2(

1 (2 ) (2 ) (2 )

8(
1 )

( 12 4 1 ) )
t t t

t A B C

A t t B t t C

tt

t t

= + +

+ + + + + + +

+ +
+ + +

L

L
 

高斯将上式右边各项做二项级数展开，并与左边比较各项系数，通过硬算

依次解得 
1 1 1 21 31, , , , ,
2 16 32 1024 2048

A B C D E= =− = =− = L  

这样就在形式上可以确定了幂级数 (1 ,1)M x+ 的各项系数，及其级数表达式 
2 3 41 1 1 21(1 ,1) 1

2 16 32 1024
M x x x x x+ = + − + − +L  (4)

某种意义上，我们也求出了 A-G 数列的形式极限 ( , )M a b ，但尚不能与椭圆积

分建立联系。 

 

    这时体现了高斯的耐心，他继续考察函数 (1 ,1 )M x x+ − ，由性质 3 得 
2(1 ,1 ) (1 ) (1 ,1)

1
x

x x x M
x

M + − = − +
−

 

再将
2

1−
x
x
做级数展开并利用（4），得 

2 4 61 5 111
4

(1 ,1
64 256

) x x xM x x = − − −+ − −L  

似乎有些规律了，高斯同时考察了该函数级数倒数的展开（耐心的体现），

奇迹发生了！有非常整齐的结果： 

2 4 61 1 9 251
(1 ,1 ) 4 64 256

x x x
M x x

= + + + +
+ −

L  (5)

此前，根据勒让德等人在椭圆积分方面的研究结果，第一类椭圆积分的标

准型为 

2 2

2

0

( )
1 sin
d

E k
k

π

ϕ

ϕ
=

−
∫  

其中参数 20 1k< < . 将被积函数对 2k 做二项级数展开，再对ϕ逐次积分，计算

得 

2 4 61 9 25( ) 1
2 4 64 256

E k k k k
π ⎛ ⎞⎟⎜= + + + + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

L  

通过将上式与（5）式对比，高斯猜想 

( )
2 (1 ,1 )

E k
M k k

π
=

+ −
 



取
2 2a b

k
a
−

= ，再利用加法公式和齐次性，得 

2(1 ,1 ) (1 , 1 ) (1 , ) ( , )M k k M k M b a M a b a+ − = − = =/ /  

 
代回 ( )E k 的积分表达式，可得 

( , )
2 ( )
a

M a b
E k
π

=  

经过简单的变换，表示成积分形式 

2 2 2 2

2

0

1( , ) ( )
cos sin
d

G a b E k
a a b

π

ϕ

ϕ ϕ
= =

+
∫  

其中 ( , )
2 ( , )

G a b
M a b

π
= , 这样我们就建立了 A-G 平均数列极限 ( , )M a b 与椭

圆积分之间的联系，一个优美而深刻的表达式！ 
 

需要指出的是上面使用的技巧是“形式幂级数法”，尽管高斯在论证过程中

将变量 ,x t限制在 ( 1 ,1)− 内（出于级数收敛性的考虑），但在数学上，我们目前

还没有证明函数 (1 ,1)M x+ 可以展开成幂级数，故称之为“形式幂级数法”。

但我们“猜出”极限的表达式后，有了明确方向，总是可以验证的（文章开头

那个积分变换的证明是严格的）。 

 

 

 

笔者的一点感想： 

1. 知道极限表达式后，结论总是可以验证的； 

2. 高斯的思维痕迹大致是：推导出关于 M 的一个等式，将 M 展开成幂级

数并代入等式确定系数。通过大量的硬算和孜孜不倦刨根问底的精神找到了A-G

数列与椭圆积分的联系； 

3. 科研实践表面，现实状况多是“连猜带证（形式和探索性计算或推导）”，

通过大量的试算（数值实验）来试图发现和归纳一些规律。考虑到高斯得到正

确结论后尚且有这么大的计算量，之前探索性计算量可想而知，记得华老称高

斯为老谋深“算”； 

4. 发现某个定理 C 的路径是 A，而证明的路径也许是 B，若 A 和 B 看不出



太多的联系就可能杯具了。事实是，教材多采取证明 B，而舍弃（有意或无意）

探索 A。后果：我可以验证 B 是对的，但我实在不知道 C 是怎么想到的。而那

个同样重要的 A 只能隐藏在深处，不为学生所知…… 

5. 单纯的计算意义不大，研究者要凭借自己的知识和经验来寻找“规律”，

这需要一定知识储备，一定工作量，可能还要有神来之笔（God's help）。 

6. 单纯的计算意义不大不代表不需要计算，实际上只要多翻阅下《高斯全

集》（网上有电子版的，拉丁文）就会发现高斯很爱“硬算”，这里的硬算包含

着大量纯计算和形式硬推导（如幂级数乘法）。需要说明的是，那个时代无论牛

顿、欧拉，还是高斯都喜欢用级数来推导发现新的结论，这应该引起我们在大

学学习的注意。 

 

 

 

 

 



本文由 SCIbird 排版整理 

多读一些著名定理 

SCIbird  

 

说明：鉴于笔者时间和精力有限，文章小错误难免。因此笔者建议读者最好将文章中的结

论动手推导一遍，相信必有收获。光看不练，等于白看。 

 

笔者习惯将本科以及本科以下阶段称为少年阶段，这个阶段的学习和梦想

其实是最大胆的，谁不曾没有梦想将来去证明一些大定理。不过随着学习的深

入，大多数人风格上逐渐趋于谨慎和保守，最终守在一小块土地上精耕细作。

这是一种务实的态度，某种程度上也有些无奈。 

 

所以，趁着同学少年，意气风发时，多读一些著名定理就十分必要了。搞

数学有时候也需要一种疯狂的执着精神，就像黑客一样。当然，多数著名定理

的证明需要引入一些高深的数学工具，特别是现代数学中那些大定理，即便是

准确表述也是很困难的（涉及概念也较多）。不过，有些著名定理（如素数定理

和不动点定理等）经过后人的不断努力挖掘，避免了引进比较高深的数学工具，

已经可以写进本科教材了。注意，这里并非强调一定要用高中数学来证明的著

名定理，那不现实。 

 

笔者为什么推崇《数学分析新讲》一书，除了教材本身写的平易近人之外，

还有一个吸引笔者的地方，那就是《新讲》收录进很多著名定理，如： 

1. 万有引力定理与开普勒三定律； 

2. 代数基本定理； 

3. 布劳威尔不动点定理； 

4. 斯通-魏尔斯特拉斯定理； 

5. 处处连续处处不可导函数； 

6. 填满正方形的连续曲线； 

7. 等周问题。 

等等。按《新讲》作者张老师的说法：“花费这么多时间和精力学习微积分，学

完之后究竟能做哪些事情？好像除了求极值、求面积体积之外，就什么也不会

了。笔者写这套书，就是想或多或少地改变一下这种状况。” 

 

    当年对张老师的这些话，有点感觉，但不深刻。随着水平的不断提高，对

这老师的这句话感悟越来越深。笔者高一时就已经知道了牛顿-莱布尼茨公式 
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( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a= −∫  

并且当时能熟练计算一些涉及多项式和三角函数的简单积分（太复杂的形式就

算不出来了）。当时以自己能计算一些复杂曲边梯形面积和旋转体体积（别人不

会）而自傲，顺便也能解决一下简单的变力做功问题。一直到大一，笔者一直

以为微积分只能干这些活儿。 

 

    大二时看到了两本书《数学分析新讲》和《数理方程与特殊函数》，这两本

书涉及了许多较大定理，涉及很多数学工具综合应用，使笔者意识到原来微积

分的威力不仅仅在于求极值、面积和体积啊，真是井底之蛙！这是自高一自学

微积分以来，认识上的第二次飞跃。 

 

    上面提到的牛莱公式是可以推广到Lebesgue积分上的，若 ( )f x 是L可积的，

且除去有限个例外点之外有 ( ) ( )F x f x′ = ，则牛莱公式仍然成立。特别地，学过

实变函数的读者还知道，存在一个“康托三分集函数”，除去一个不可数的零测

集之外有 ( ) ( )F x f x′ = ，但牛莱公式不成立，这是一个经典反例。 

 

    但是，恐怕很多人不了解下面这个最强牛莱定理： 

设 [( ]) ,CF ax b∈ 是连续函数， ( ) [ , ]Lf x a b∈ 是 Lebesgue 可积的，若至多

除去一个可数集之外，有 ( ) ( )F x f x′ = ，则 

( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a= −∫  

如果说 Riemann 积分中的牛莱公式相对平淡无味的话，那么上面的这个定理就

是笔者所言的著名定理了。实际上，“至多除去一个可数集之外，有 ( ) ( )F x f x′ = ”

这个条件满足时，此时 ( )F x 是绝对连续的。细心读者也能发现，上面的定理可

以反推出康托三分集函数反例中的零测集是不可数集。定理也暗示着我们，同

样是零测集，但可数集和不可数零测集之间是有深刻差别的。 

 

多看著名定理，你一般有这样的感觉：定理的证明往往涉及到很多数学工

具的组合和应用，其中更包含许多创造性的想法。这一点从一般教材上是学不

到的，因为教材通常出于逻辑考虑，基本上是一章一个内容，例子和习题大多

是针对该章节内容的，跨章节的组合题很少。稍不注意就变成了只见树木，不

见森林了。比如很多人感到中值定理题中的辅助函数很难想，其实如果联想的

常微分方程中的一些方法，很多辅助函数的构造还是很自然的。 
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    数学中泛泛而谈总是收获不多的，特别是本科阶段，最好不要养成这种习

惯。可能SCIbird最近在论坛上发了一些文章似乎就是泛泛而谈，确实如此，

不过当年是新人的时候还是扎扎实实地推导过的，甚至动手进行排版打印。网

上流传着一些SCIbird做的北大研究生考试数学分析试题解答（06、08、09 和

11）就是证据，这些解答大部分都是有详细推导的。现在来看，有的分析解答写

得也不甚完美，个别地方还是有些小错误的，所以读者必须亲手推导一遍才行。 

 

    最后，既然现身说法，那笔者就要示范一下，选取的例子是数学大师柯尔

莫哥洛夫的少年成名之作----- [0 , 2 ]L π 中几乎处处无界发散的 Fourier 级数反

例。证明细节选自汪林等编著的《实分析中的反例》一书，陈建功的《三角级

数论》下册也收录进这个反例。 

 

    证明之前先说几句。证明本身没有用到什么高深的数学工具，只要认真读

过《新讲》或其它数学分析教材，再加上一点《实变函数》知识（零测集，逐

项积分定理）即可，知识范围基本上在大三以内。不过，证明本身比较复杂，

技巧性的放缩估计比较多（硬推导）。按笔者的看法，读者应该紧紧抓住“无界

矩形脉冲函数序列”（阶梯函数）这一主线，看看是如何从中巧妙地“构造”出

调和级数的，柯尔莫哥洛夫这篇文章把阶梯函数的妙用发挥到极致了！ 

 

先从一个广义积分说起。通过适当的放缩，可以证明下面的广义积分是收敛的 

0 20 6( )
1 sin
x dx

f x dx
x x

∞ ∞
=

+∫ ∫  

注意到 0x > 时，被积函数 ( ) 0f x > ，但是 ( )f n nπ π= ，这说明 lim ( )
x
f x

→∞
=+∞成

立。进一步研究函数图形发现 ( )f x 在x nπ= 临近，函数图形急剧上升，其它地

方急剧下降，这很像一个脉冲函数。更直观的例子是三角脉冲连续函数，图形

是一些三角形，这些三角脉冲越来越窄，但峰值却越来越高，而每个三角形的

面积却是有限的。 

 

    从直观化的角度看，面积可以看成高度与宽度两个变量的乘积，如果一个

变量急剧增加，另一个变量急剧减少，那么乘积仍然可能是有限的。如果抛开

连续性条件，可以构造一个无界矩形脉冲函数序列（阶梯函数） 

2( ) , 1 1, ;, 2 ( ) 0nn
n

n n

m
f x x n x

n
n

m m
fm

⎡ ⎤
⎢ ⎥∈ − =⎢ ⎥⎣ ⎦

= =+ ，其它 

这个矩形脉冲函数非负，满足极限上 lim ( )
x
f x

→∞
=+∞且广义积分 
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2 20

2 1( ) 2n

n

m
f x dx

n m n

+∞
= ⋅ = <+∞∑ ∑∫  

    笔者现在有个习惯，就是经常画一些示意图来帮助自己理解思考的问题，

或者作为具体例子。无界矩形脉冲函数序列的图形大致如下： 

 

无界矩形脉冲函数序列 

 

    从后文的证明可以看出“无界矩形脉冲函数序列”起到了奇兵的作用。下

面开始硬推导了，要做好准备。构造的反例函数的直观想法是不能选择性态好

的可积函数，要找一些很 bt 的可积函数，而“无界可积”函数就是这种 bt 函数。

不过为了降低构造难度，可以先构造一个可积却无界的函数序列，先尝试入手。 

 

很多教科书（《新讲》）都会给出 Fourier 级数逐点收敛性的证明，对函数

( )f x ，记其前 1m+ 项和为 ( , )mS x f ，通过适当的变换和求和，转化为一个狄

利克雷积分 
1sin( )( )1 2( , ) ( ) 12sin ( )

2

m

m t x
S x f f t dt

t x

π

ππ −

+ −
=

−
∫  

因此讨论 Fourier 级数的发散性，自然要考察上面的积分发散性。这个积分在

t x= 点可能有奇异性，造成一些麻烦。柯尔莫哥洛夫（下称小柯同学）先考察

一个简单情况，比如函数 ( )f x 在一个小闭区间J 上为常数，其它地方为 0，并

取点x为J 之外的点，这样避免了奇异性的讨论。于是得到 
1sin( )( )
2

12sin ( )
2

1( , ) ( )
m t x

t
m

J x
S x f f t dt

π
+ −

−
= ∫  

由 Riemann-Lebesgue 引理 
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lim ( )sin lim ( )cos 0
b b

a a
f x x dx f x x dx

λ λ
λ λ

→∞ →∞
= =∫ ∫  

当m→∞时，上述积分趋于 0. 最简单的情况是 ( )f x 为常数，不过这是很平庸

的结果。小柯同学考察一个动态过程，用一个函数序列 ( )n tϕ 代替 ( )f t ，而用闭

区间序列 iJ 代替闭区间J ，特别地，这里 ( )n tϕ 可能与m有关，那么就不能简单

地套用黎曼-勒贝格引理了，需要更精细地分析。 

 

    小柯同学最后选择的函数序列 ( )n tϕ 就是无界矩形脉冲函数序列，暂且要求 

2( )
i
n

J
t dt

n
ϕ =∫  

其它条件后面会一一说明。 

 

在无数次似乎没有目的的试探性计算（期间有很多无用功）之后，小柯同学

利用含绝对值不等式 | | | | | | | |a b a b b a b= + − ≥ − − 发现了一个十分重要的不等

式关系： 
1sin( )( )
2

12sin ( )
2

1 1 1sin( )( ) sin( )( ) sin( )( )
2 2 2

1 1 12sin ( ) 2sin ( ) 2sin ( )
2 2 2

1 1sin( )( ) sin( )( )
2 2

12sin ( ) 2
2

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

i

i i i

i

m t x

J t x

m A x m t x m A x

J J JA x t x

n

n n n

n n

A x

m A x m t x

J A x

t dt

t dt t dt t dt

t dt t

ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

+ −

−

+ − + − + −

− − −

+ − + −

−

= + −

≥ −

∫

∫ ∫ ∫

∫
1sin( )( )
2

1 1sin ( ) 2sin ( )
2 2i

m A x

J t x A x
dt

+ −
−

− −

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫

 

选择这样的A，满足 1
2( ) 2m A π+ = l 同时满足0 | | iA x r< − ≤ ，则上面第一

项化为 
11 1sin( )( ) sin( )( )
22 2

1 12sin ( ) 2sin ( )
2 2

2 | sin( ) |
( ) ( )

i i

m A x m A x

J JA x A x
n

i
n

m x
t dt t dt

nr
ϕ ϕ

+ − + −

− −

+
= ≥∫ ∫  

这里利用了不等式 1 1 1
2 2 2| sin ( ) | | | iA x A x r− ≤ − ≤ 进行放缩，从后文中可以看到

巧妙地设置A和x的取值范围，可以从 inr 中可以“构造”出调和级数。 

 

    第二项积分的估计需要一些技巧，注意到下面恒等式 
1
2

1
2

sin( )1 cos cos 2 cos : ( )
2 2sin m

m t
t t mt D t

t
+

+ + +⋅⋅⋅+ = =  

由此不难得到导数不等式： 2| ( ) |mD t m′ ≤ .  

    令 ( ) ( )mg t D t x= − ，利用拉格朗日中值定理得到 

( ) ( ) ( )( )g t g A g t Aξ′− = −  
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代入到上面第二项积分中，得到不等式估计 
1 1sin( )( ) sin( )( )
2 2

1 12sin ( ) 2sin (

2
2

)
2 2

( )

2( ) ( )( ) ( )

i

i i

m t x m A x

J t x A
n

n n

x

J J

t dt

m d
t g t A dt m d t dt

n

ϕ

ϕ ξ ϕ

+ − + −
−

− −

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

′= − ≤ =

∫

∫ ∫
 

 
这里0 | |t A d< − ≤ .  

综合上面的结果，得到不等式估计： 
11sin( )( )
22

12sin ( )
2

22 | sin( ) | 2( )
iJ i
n

m t x

t x

m x m d
t dt

nr n
ϕ

+ −

−

+
≥ −∫  

写到这里看起来有些凌乱，不过细心推导一遍可以发现，都是一些常见的含绝

对值不等式估计，最终得到上面的不等式。而小柯同学想法的精妙之处，在于

通过适当设置 , ,x t A这三者之间的关系，使得上面的不等式中“出现”了调和

级数。具体构造工作十分具有技巧性，笔者相信但这是大量试探性（甚至多数

没有意义）的艰苦计算后获得的。 

 

 

小柯引理：对每个正整数n，可以构造出函数序列 ( )n xϕ 和集合 [0 , 2 ]nE π⊂ ，

以及正实数 nM 和整数 nq ，满足列条件： 

1. 
2

0
( ) 0 , ( ) 2n nx x dx

π
ϕ ϕ≥ =∫ ； 

2. nϕ 在[0 , 2 ]π 上是有界变差函数； 

3. 测度 lim ( ) 2 , limnn n nm E Mπ
→∞ →∞

= =∞； 

4. 对于任意一点 0 nx E∈ ，存在标号
0n nxp q≤

，
，使得 nϕ 在该点的 Fourier

级数部分和满足
0 0| ( , ) |

n xp n nS x Mϕ ≥
，

. 

 

引理的证明是归纳构造式的。 

在闭区间 [0 , 2 ]π 上选取n 个点，记 4 / (2 1)kA k nπ= + ，这里下标范围是

1, 2 , ,k n= ⋅⋅⋅ . 取奇整数 1 21 , , , nλ λ λ= ⋅⋅⋅ ，后面还需要补充一些假设条件。按

如下方式定义一列数{ }km 与有限闭区间序列 kJ ： 

21 2

1 1, 2 1 (2 1) , ,k k k k k
k k

m n m n J A A
m m

λ
⎡ ⎤
⎢ ⎥= + = + = − +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

由此得到一个不等式 km n≥ . 
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再构造“无界矩形脉冲函数序列 ( )n tϕ ”如下： 
2

1

,
( )

0 , [0 , 2 ]

k

k
k

k

n
n

m n
t

J

t J

t
ϕ

π
=

⎧⎪⎪⎪⎪=⎨

∈

∈⎪ −⎪⎪⎪⎩

/

U
 

显然积分满足小柯引理中的 1 和 2 
2( )

i
n

J
t dt

n
ϕ =∫  

    再此基础上，我们的目标是要构造一个正测度集E（测度尽可能大），使得 

x E∀ ∈ ，对应 Fourier 级数部分和 ( , )mS x f 是无界数列。同时还应该使得E与

闭区间序列 iJ 的交集为空。 

 

    于是，小柯同学定义闭区间序列{ }iΔ  

2 21
2 2, , 1 , 2 , , 1i ii A A i n
n n+

⎡ ⎤
⎢ ⎥Δ = + − = ⋅⋅⋅ −
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

建议读者多画画图，比如下图： 

 

    不难发现以下性质：当整数n固定时，有限闭区间序列 kJ 的半径是逐渐递

减的。而有限闭区间序列 kΔ 的半径保持不变。且两个闭区间序列{ }iΔ 与{ }kJ 互

不相交。这里选择增量 21/ km 和 22 /n 是出于收敛性考虑。 

 

有了上面的铺垫可以证明小柯引理了。假设 1 2 1, , , km m m −⋅⋅⋅ 已经取定，由

Riemann-Lebesgue 引理可知，可以选取充分大的整数 km ，使得 1kx −∀ ∈Δ 有 

1

1

1sin( )( )
2

12sin ( )
2

( ) 1k

i

k

i

m t x

J t x
n t dtϕ−

=

+ −

−
≤∫U  

这样选择 , tx 不会使得分母产生奇异性。因为 1kx −∀ ∈Δ 以及
1

1

k

i
it J

−

=

∀ ∈U 时，距离

| | 0nt x ρ− ≥ > ，其中常数 nρ 仅与n有关。 

于是可以用归纳法如此构造出数列{ }im . 
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上面讨论的是i k< 的情形。当i k≥ 且 1kx −∀ ∈Δ ，可以得到距离关系式 

1
40 ( 1)

2 1i i kA x A A i k
n
π

−< − ≤ − = − +
+

 

2 1( ) ( )2
2
k

i k k

m
A A i k πλ

+
− = −  

2

1| |i
i

t A
m

− ≤  

对照前文，取 iA A= , 1
4( 1)

2 1i kir A A i k
n
π

−= − = − +
+

以及 2

1

i

d
m

= ，得到核心不

等式估计（注意 , i ki k m m≥ ≥ ） 

1 1

2

2
2 2

1sin( )( ) 2 | sin( ) | | sin( ) |21 22( ) 1 ( 1)2sin ( )
2

i

k
k k

J

k

i
n

m t x m x m xm d
t dt

n r n i k nt x
ϕ

π π π π π

+ − + +
≥ − ≥ −

− +−
∫

注意上面不等式中第一项里“出现”了与i有关的调和级数，后面证明级数发散 
时与这一性质有关。 

 

    我们得到函数 ( )n tϕ 在点 1 , 2 , 3 , ,kx k n−Δ = ⋅⋅⋅∈ 处的 Fourier 级数部分和 

1

1

12 sin( )( )
2

10 2sin ( )
2

1 1 1
2

1
2 2

2

1| ( , ) | ( )

| sin( ) | | sin( ) |1 2 11 2
1

k
i

k n

i
i i k

m t x

m
J Jt x

n n k

i k

k
n

k k

i

nS x t dt

m x m x
i k i

π
ϕ ϕ

π

π π π

−

= =

+ −

−

− +

= =

= = +

+ +
≥ − − > −

− +

∫ ∫ ∫

∑ ∑

U U
 

由上面不等式可知，当 2 k n n≤ ≤ − , 1kx −∈Δ 时 

2
1
2

1| ( , ) | | sin( ) | ln 2
2k n kmS x m x nϕ
π

≥ + −  

这里利用了调和级数里的近似关系（再取k n n= − ） 

1

1

1 ln( 1)
n k

i

n k
i

− +

=

≥ − +∑  

由上面推导可以看出，为研究发散性，可考虑 1k−Δ 的满足下面条件的子集： 

1 2 21
11 1{ : | sin( ) | }

2 lnk k kx m x
n

σ
π− −= ≥∈ +Δ  
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令 n nq m= , ln 2nM n= − 以及
[ ] 1

1

n

i
n

n

iE σ
− −

=

= U ，则 lim nn
M

→∞
=∞ . 进一步可以证

明测度 lim ( ) 2nn
m E π

→∞
= . 

一种证明思路是考察满足下面不等式的点集 

2
1
2

1 1| sin( ) |
2 lnkm x

nπ
+ ≤   ( )∗  

动手画一画图像就知道，满足上面不等式的点集，是零点周围的一些对称

闭区间的并集。其中零点指下面函数的零点 
1
2sin( ) sin (2 1)

2k k

x
y m x nλ= + = +  

 
满足不等式 ( )∗ 的点集（黑色部分） 

 

每个小区间中恰有一个零点，小闭区间长度都相等，记为δ，则不难算出 
22

ln
arcsin 12
(2 1) / 2 lnk

n

k

O
n n n

π

δ
λ λ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜+ ⎝ ⎠
 

 
注意到函数 

1
2sin( ) sin (2 1)

2k k

x
y m x nλ= + = +  

在区间[0 , 2 ]π 上共有 (2 1) 1k nλ + + 个零点，且相邻两个零点的距离是 

2 / (2 1)k nπ λ + ，而区间 1k−Δ 的长度为 24 / (2 1) 4 /n nπ + − .  所以函数y在 

区间 1k−Δ 上至多有 ( )kN O λ= 个零点。 

因此满足下面不等式 

2
1
2

1 1| sin( ) |
2 lnkm x

nπ
+ ≤  

的点集测度为 
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1
ln

N O
n n

δ
⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 

于是 
[ ] 1

2
1

4 4 1lim lim 2
2 1 lni

n

n

n
k

n

n
E O

n n n n
π

π
λ

− −

→∞ →∞
=

⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥⎟= − − =⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎟⎜+ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  

到此，我们证明了“小柯引理”。 
 
 
 

引理证明之后可以考虑构造反例了。小柯同学的想法是把无界矩形脉冲函数

序列 ( )n tϕ 叠加到一起构造一个 Lebesgue 可积函数Φ( )x ，使得对应 Fourier 级

数发散。注意到是函数序列 ( )n tϕ 是无界的，因此必须设法加上一些系数来“约

束”其行为，同时使得 Fourier 级数发散。 

 

    经过大量反复尝试之后，小柯同学找到了一种构造方法： 

注意到 nM →∞，因此利用归纳法可以构造一个递增的子列{ }kn ，满足： 

1. 当1 1i k≤ ≤ − 时， / 2
i k

k
nnq M≤ ； 

2. 
1

,
1

1max | ( , ) |
2i km n

k

nm x
i

S x Mϕ
−

=

≤∑  

条件 2 成立用到这样一个结论： 

因为
in

ϕ 是有界变差函数，所以存在正的常数
in

B ，满足 

,
max | ( , ) |

i im x nnmS x Bϕ ≤ <∞  

 

    定义“小柯函数” 

1

( )
Φ( ) k

k

n

nk

x
x

M

ϕ∞

=

=∑  

    根据实变函数中的 Levi 定理，非负 L 可积递增函数列 nf 的积分有界，即 

sup n
E
f <∞∫  

则存在极限函数 f ，使得 nf 几乎处处收敛到函数 f ，且 

lim nn E E
f f

→∞
=∫ ∫  

    将 Levi 定理应用到小柯函数Φ( )x 上即可，得到 
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1

( , Φ) ( , ) /
k ki i n n

k

S x S x Mϕ
∞

=

=∑  

设 lim
kk nE E

→∞
= ，则 ( ) 2m E π= . 根据上极限定义， 0 Ex∀ ∈ ，则 0 jn

x E∈ 对无穷

多个 j成立。我们证明Φ的 Fourier 级数在 0x 点发散。 

    由等式 

0 0 0

0

1

, , ,
1

,

0 0 0

0
1

( , Φ) ( , ) / ( , ) /

( , ) /

j j k k j

j

j

k k

jp p n n p n n

p

j

x x x
k

x
k j

n n

S x S x M S x M

S x M

ϕ ϕ

ϕ

−

=

∞

= +

= +

+

∑

∑
 

以及不等式 
21

2 0
| ( , ) | ( ) | ( ) |kS x f k f t dt

π
≤ + ∫  

可知 

0 0

0 0

, ,

1

0 0

, ,
1

0

2
1

0
1

1

| ( , Φ) | | ( , ) | /

| ( , ) | / | ( , ) | /

1 2( ) /
2

j j

j k k j k k

j

jj j k

jxp p n n

p n n p n n

n n

x

j

x x
k k j

n
j

n
k

S x S x M

S x M S x M

M M p M

ϕ

ϕ ϕ
− ∞

= = +

∞

= +

≥

− −

≥ − − +

∑ ∑

∑

 

但是，根据条件 1 可知 
12 / 1/ 2

j k

k
n np M −≤ , 特别地，1/ 1/ 2

k

k
nM ≤  

这说明上面不等式最后一项对应的级数是收敛的。 

 

    由
jn

M →∞可知，上极限 0 0lim | ( ,Φ) | ,ii
S x x E

→∞
= ∞ ∀ ∈+ .  

 

    于是小柯函数 [Φ 0 , 2 ]( )x L π∈ ，但其对应的 Fourier 级数在[0 , 2 ]π 上几乎

处处无界发散。 

 

 

评注：上面的柯尔莫哥洛夫函数Φ( )x 的构造十分具有技巧性，属于硬分析估计。

但另一方面，阶梯函数算是比较简单的基本函数了，本文这个例子可谓把阶梯

函数的技巧发挥到极致。 
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    更为难得的是，本文不需要太深的数学知识，可读性比较强。笔者了解这

方面的后续工作如下：柯尔莫哥洛夫后来还构造了一个处处发散的 Fourier 级

数，那就更复杂了。卡尔森证明了 2[0 , 2 ]L π 上的 Fourier 级数几乎处处收敛到

自身，并因此获得了菲尔兹奖。作为推论，连续函数的 Fourier 级数几乎处处收

敛到自身。后来有人进一步推广到 [0 , 2 ]pL π ( 1)p> 空间，定理仍然成立。 

 

写到这里，想起了网上一个故事，据说是关于米尔诺或丹齐格的，大意是，

一位大一新生上课迟到了，看到黑板上有一道题，以为是课后作业，就抄下来

课下做。结果花费了好些天才做出来，并向老师抱怨作业题太难了。没想到老

师激动地告诉他，这不是课后作业，而是一个未解的著名猜想。该学生上课迟

到没听见前半部分，误以为是作业，结果阴差阳错地做出来了。至于故事的真

实性，恐怕无从考证了。 

 

这类故事是说，本科学生也可以做出世界级的工作。当然，非常稀少。古

人也有这方面的代表人物，比如伽罗瓦。根据笔者阅读柯尔莫哥洛夫英文文集

第一卷的感受，可以肯定的是他确实是在大三的时候构造出本文的著名反例，

并因此世界扬名。比起米尔诺那个飘渺的故事，本文的反例确实真实的。 

 

 

 

    柯尔莫哥洛夫构造反例的想法也不是偶然的，他的老师鲁金是函数论方面

的大牛，曾提出一个猜想：存在连续函数在某个正测度集上发散。当然，卡尔

森的工作说明这个猜想是不正确的。柯尔莫哥洛夫似乎在大二时参加了莫大数

学系的一个三角级数讨论班，他本科的很多文章都是关于三角级数的。所以本

文的反例也不能完全说是天外飞仙，灵光一现的天才灵感。是有很多前期的工

作作为铺垫的。 
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发掘几何直观 

SCIbird  

 

说明：鉴于笔者时间和精力有限，文章小错误难免。因此笔者建议读者最好将文章中的结

论动手推导一遍，相信必有收获。光看不练，等于白看。 

 

数学分析之所以上手很容易的一个原因是，其低维（1、2、3 维）情况有很

好的几何直观，可以用作类比，至少理解定理的表述比较容易（证明难度是另

外的问题）。所以对一些分析定理或公式感到困惑，而无法前进时，那么最好退

一步，发掘一下其低维（特别是 2 维）情况的几何直观，这样有助于理解定理

的意义。当然，也可以用低维（特别是 2 维）情况的几何直观作为例子来验证

分析定理（结论）本身的合理性。这些都是很好的学习习惯。 

 

    比如导数可视作切线的斜率，积分可视作求曲边梯形面积。书上举的积分

例子通常是求抛物线与x轴所围图形面积，这也是积分的的最原始思想体现。 

 

抛物线
21y x= −  

书中使用方法就是经典的“矩形分割法”（Riemann 和）。根据经验和直觉，

只要矩形越来越密，则与所求面积越来越接近，这就是积分法的原始思想。 

 

    当然，能看出微分与积分两者之间是互逆运算关系并不简单（针对连续函

数）。积分一般定义为 Riemann 和的极限（这个极限有点特殊） 

max{ } 0
( ) lim ( )

i

b

x i i
a
f x dx f xξ

Δ →
= ∑ Δ∫  

这个极限与 Riemann 和的分割方法选取无关。 

换个视角，考虑变上限积分。如下图对区间[ , ]a x x+Δ 上的分割，求 Riemann
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和实际上只是在[ , ]a x 的 Riemann 和基础上增加了 ( )f xζ Δ ，所以两个 Riemann

和的差商的极限是 ( )f ζ ，即 0xΔ → ，自然有 xζ→ ，于是 ( ) ( )f f xζ → （这里

利用了函数的连续性）。 

 

上述角度说明：在 Riemann 的定义过程中，我们已经把 ( )f x xΔ （开始就

可以取 xζ = ）悄悄塞进去了，差商过程只不过把 ( )f x xΔ 分离出来再把 xΔ 消掉，

自然剩下 ( )f x 了，因此从定积分的定义角度看：变上限定积分是 ( )f x 的一个原

函数其实是非常自然的事情。由此得到微积分基本定理： 

设 ( ) [ , ]Rf x a b∈ ，且存在连续函数 [( ]) ,CF ax b∈ 满足 ( ) ( )F x f x′ = ，即

( )f x 存在原函数 ( )F x ，则 

( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a= −∫  

因为以上公式指出了微分运算与积分运算之间的互逆关系，所以被称作微积分

基本定理。证明不难，直接利用 Riemann 积分的定义即可，任取区间[ , ]a b 的一

个分割{ }ix ，并记 0 , nx a x b= = ，则由拉格朗日中值定理，得 

1
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

k k

n

k k
k kF b F a F x F x f xξ−

= =

− = − = Δ∑ ∑  

注意到等式右边即是 Riemann 和，取极限并利用极限的唯一性，得 

( ) ( ) ( )
b

a
F b F a f x dx− = ∫  

这个证明并不复杂，一些工科教材也讲述定积分 Riemann 和的定义，但不知道

为什么多数工科微积分教材没有收录进去。 

 

不过笔者感觉上面的几何解释在理解“微分与积分两者之间是互逆运算关

系”时，仍然不够自然。笔者认为，最自然的还是物理的例子---距离&速度。从

物理角度理解这个公式可能比几何更自然些。 

 

设直线上单向连续运动质点t时刻对应的距离函数为 ( )S t ，问在 1 2[ , ]t t 这段

时间内质点运行的距离？将 1 2[ , ]t t 分成很多小时间段，每小段时间如此之短，对

应速度可视作不变，则 
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2

1

( ) ( ) ( )
t

ti
i iS t v t t v t dt≈ Δ →∑ ∫  

不难理解 ( ) ( )S t v t′ = 关系，即 

0

( ) ( )( ) : lim ( )
t

S t t S t
v t S t

tΔ →

+Δ − ′= =
Δ

 

以上一种比较自然地理解牛顿-莱布尼茨公式的思路。说到这里，再说明一下，

物理的例子也可以视作几何直观的一种。 

 

很多时候，不一定有现成的几何模型，这就需要发挥想象力去构造一个几

何模型。除去个别天赋异禀的人之外（笔者见过这种人），这种能力需要长时间

的培养与训练。比如理解函数乘积的微分公式 

( )d uv udv vdu= +  

上面这种性质称为导数性质或莱布尼茨性质。可以抽象出下图来理解 

 
根据微分的基本思想，略去高阶小量dudv，依照定义显然有 

( )d uv udv vdu= +  

 

最后再补充一个经典例子---拉格朗日乘数法。该方法是处理条件极值问题

的首选方法，实用性比较强。条件极值问题是一个很常见问题，现实世界中的

大多数问题（无论数学，物理，还是其它问题）都是有条件的。 

 

    这个方法的原理并不难，就像数学归纳法一样，框架现成的，直接拿来主

义就行了。至于解偏导数方程求驻点，那是另外一个问题了。最令初学者（甚

至学过数分很多年的人）感到困惑的地方之一是----如何想出拉格朗日乘数法这

么巧妙的方法呢？ 

 

    理解的途径之一是几何途径。为了降低难度，便于理解拉格朗日乘数法的

几何思想，先看一个经典的高中问题。 
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如下图，给定圆 2 2 2Γ : ( ) ( )x a y b R− + − = ，P为圆Γ上的动点，圆Γ的圆

心为 1O , O为坐标原点。求线段 | |OP 的最大值和最小值。 

 

一道高中常见的条件极值问题 

 

这道题的难度不大，关键在于其背后几何思想。以微积分的角度看，记P点

坐标为 ( , )x y , 2 22( , ) | |f x y x y OP= + = ，则原问题就是一个条件极值问题。 

求函数 2 2( , )f x y x y= + 在约束条件 2 2 2( ) ( )x a y b R− + − = 下的极值。 

 

    当然可以用拉格朗日乘数法来求解。但站在几何角度看，做一个辅助动圆 
2 2 2Γ : x y r′ + = 同时满足圆Γ与圆Γ′相交非空。不难看出，两圆相切时，动径r

取得极值。这里的动圆 2 2 2Γ : x y r′ + = 是为了辅助思考而引进的，所以图中用

虚线表示。我们抓住最核心的两点： 

    1. 辅助动圆；2. 极值点对应相切点。 

 

    笔者正是抓住这两个核心想法，才想通拉格朗日乘数法的。笔者最初的想

法是考虑函数 ( , , )w f x y z= 在约束条件 : ( , , ) 0M g x y z = 下的极值问题。想法

也是几何方式的思考。如同上面的例子，自己考虑的是“动曲面”（也称等高面） 

{( , , ) : ( , , ) , }C x y z f x y z C C∑ = = ∈ R  

其中C是常数。显然， C∑ 是一族曲面。 

 

接下来考虑曲面族中，使得 ( , , ) 0C g x y z∑ ∩ = 非空的那些曲面。假设点 

0 0 0( , , ) ( , , ) 0P x y z g x y z∈ = 使得 | ( )Mf P 是极值点。类比上面两个圆的例子，

我们自然猜想： 
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    曲面族 C∑ 中的曲面 0 0 0( , , ) ( , , )f x y z f x y z= 与 : ( , , ) 0M g x y z = 相切 

换句话说，可猜想两者在点 0 0 0( , , )P x y z 处有共同的切平面。 

 

: ( , , ) 0M g x y z = 在P点的切平面方程（点法式）为： 

0 0 0( )( ) ( )( ) ( )( ) 0x y zg P x x g P y y g P z z− + − + − =  

接下来如何证明曲面 0 0 0( , , ) ( , , )f x y z f x y z= 在P点也是这个切平面。 

    后来想到了切向量方法（也是切平面的定义）。考虑曲面 : ( , , ) 0M g x y z =

上，点 0 0 0( , , )P x y z 附近的一条曲线 

( ) ( ( ) , ( ) , ( ))t x t y t z tγ =  

其中，曲线 ( )tγ 是在曲面 : ( , , ) 0M g x y z = 上，满足 0 0 0(0) ( , , )x y zγ = ，对应P

点切向量为： 

(0) ( (0) , (0) , (0))x y zγ ′ = & & &  

    设函数 ( ) ( ( ) , ( ) , ( ))t f x t y t z tϕ = ，则 0t = 是 ( )tϕ 的极值点，故 (0) 0ϕ′ = , 即 

( ) (0) ( ) (0) ( ) (0) 0x y zf P x f P y f P z+ + =& & &  

当时发现 0 0 0( , , ) ( , , )f x y z f x y z= 在P点的法向量就是 

{ ( ) , ( ) , ( )}x y zf P f P f P  

而曲线 ( ) ( ( ) , ( ) , ( ))t x t y t z tγ = 可以取任意方向，即切向量 

(0) ( (0) , (0) , (0))x y zγ ′ = & & &  

方向可以任意。 0 0 0( , , ) ( , , )f x y z f x y z= 在P点的法向量与任意切向量 (0)γ ′ 垂

直，说明 (0)γ ′ 也在 0 0 0( , , ) ( , , )f x y z f x y z= 在P点的切平面上。 

 

    认识到两个曲面在极值P点有共同的切平面，于是其法向量是平行的。前

面两圆的例子也支持这一点。因此极值点P应满足法向量方程： 

( ) ( )f P k g P∇ = ∇  

    为了整齐起见，习惯上记 kλ =− , 并设拉格朗日函数 

( , , ) ( , , ) ( , , )F x y z f x y z g x y zλ= +  

显然 

( ) 0 ( ) ( )F P f P g Pλ∇ = ⇒ ∇ =− ∇  

 

评注：以上是从几何角度来思考拉格朗日乘数法，指出构造拉格朗日函数想法

的几何源头。上面的内容只是探索性讨论，很多地方还需要严格证明的。笔者

最初查看了很多数学分析教材，都没有上述想法，等后来自己想明白后，偶然

间在卓里奇的《数学分析》上册中找到了类似想法，而且写的更详细，推荐大

家去看一下。 
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类比是一种重要的数学思维 

SCIbird  

 

说明：鉴于笔者时间和精力有限，文章小错误难免。因此笔者建议读者最好将文章中的结

论动手推导一遍，相信必有收获。光看不练，等于白看。 

 

人们认识事物的一个常用的方法是找熟悉的东西来模仿，一般要求未知的

对象与已知的对象有某些相似性，由此推断两者之间具有相似的特征或结构。

这种方法其实就是类比方法了，这是一种重要的数学思维。 

 

进入大学以后，数学体系已经开始庞杂了，即便是数学分析，其延伸分支

可以包括复变函数、实变函数、ODE、PDE、微分几何，甚至泛函分析等等。

知识容量大，记忆内容也多。面对这种当下现状，类比思维就很重要了。就数

学分析而言，细心一点会发现，很多概念和定理具有相似性，如收敛与一致收

敛、连续与一致连续、多项式与幂级数、罗比达法则与 Stoltz 定理、Dini 定理与

Levi 定理、Fourier 级数与 Fourier 变换等等。如果读者学习的时候留意这些相

似性，那么在探索和记忆过程中，就能减少一些困难。 

 

    不过，类比是一种主观的不充分的似真推理。在数学中经常与猜想、形式

推导等方法相混合。所以类比得到的结论不总是正确的，这就需要严格的数学

证明来跟进补充。应该说，类比思维需要一定想象力和经验积累，所谓厚积薄

发。 

    本文用三个例子：Lebesgue 测度、Fourier 变换和椭圆函数加法公式来说明

类比方法，读者需要用心体会。 

 

Lebesgue 测度的想法其实比较自然，主要是想推广长度、面积和体积这些

基本概念到一般情况。为简单起见，这里只讲一维情形。诚然，对于比较规整

图形，求长度、面积等容易的多。但对有一些比较 bt 的点集，如何定义“体积”

概念就是一个首要问题。假设对点集E，有一个惟一的非负实数 ( )m E 与之对应，

它是体积的推广，姑且取个名词叫“测度”。测度既然是体积的推广，它应该兼

容原有的体积特征，而不产生矛盾，这是前提。即应满足： 

1. 非负性，即 ( ) 0m E ≥ ； 

2. 有限可加性，即E F φ∩ = （空集）时，有 ( ) ( ) ( )m E F m E m F∪ = + , 这

种性质可以推广到有限个情形； 
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3. 正则性，即对区间[0 ,1]，其测度 ([0 ,1]) 1m = 且 ([ , ])m a b b a= − . 

 

这里允许闭区间退化为一点，即b a= 情况，于是对单个点P有 ( ) 0m P = . 

性质 3 相当于引入一个基准（单位），便于其它测度值与之比较。这很像人民币

100 元、50 元、20 元、10 元和 1 元，是基本计价标准。 

 

如果想要推广体积概念，首先需要考虑能否推广（在兼容意义下）上述 3

个基本性质。不难看出性质 1 和性质 3 无法再推广了，剩下的就是性质 2 的推

广了。Lebesgue 当初将有限可加性推广的可数可加性，这是一个质的飞跃，也

是 Lebesgue 测度理论的关键地方。 

 

学完 Lebesgue 测度回过头想想，如果推广有限可加性到无穷，那么只能到

可数无穷为止。否则的话对单个点有 ( ) 0m P = （这是基本性质）, 而区间[0 ,1]有

不可数个点构成，且不说“不可数加法”如何定义，而相加结果到底是 0 还是 1，

也会引起混乱，与传统认识长度相违背。所以干脆到可数可加性为止。 

 

于是抽象出勒贝格测度公理： 

设 { }E=A 是直线R 上的一个集合族，使得对每个E ∈A，都有惟一的实数

( )m E 与之对应，满足： 

1. 非负性，即 ( ) 0m E ≥ ； 

2. 可数可加性，即如果 1 2, , , ,nE E EL L两两不相交，则 

1 1 2( ) ( ) ( ) ( )nn nm E m E m E m E
∞

=
= + + + +L LU  

3. 正则性，即 ([ , ])m a b b a= − . 

 

    但光有干巴巴的 3 条公理，似乎还是寸步难行，到底测度 ( )m E 是什么样子

呢？这需要进一步引入 L 测度定义。幸好当年的若尔当测度（有限可加性）在

这方面已经有了探索性的想法。比如求一个图形面积，可以画出一些矩形格子，

满足覆盖住图形。然后把矩形加细，仍然覆盖住图形。这样能逐步逼近图形面

积。或者干脆直接类比 Riemann 积分中达布上和概念。 

 

借助上述类比，可推广外测度概念。对于点集E ∈A，选择可数个开区间

1 2, , , ,nI I IL L的并集，满足 

1 nn
E I

∞

=
⊂U  
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然后令 
*

1
( ) inf { | |}

n nm E I
∞

=
= ∑  

这是一种非常自然的想法。这种定义 *( )m E 称为外测度。 

 

    当年讨论若尔当测度是已经有了外测度和内测度的想法了，直观说是外逼

近和内逼近，简称“外压内挤”。读者也可以类比 Riemann 积分理论中的达布上

和与达布下和。 

 

    不过 Lebesgue 遇到的困难可能更大，它所考虑到的图形可能没有“内部”

（如有理数集）。外逼近可以满足（因为是覆盖），而如何处理内逼近就是一个

难题了。Lebesgue 突发奇想：”内逼近“想法推广是对其补集外逼近。具体说，

设 [ , ]E a b⊂ ，E在[ , ]a b 中的相对补集定义为： 

[ , ]CE a b E= −  

于是，自然将外测度概念应用到相对补集上，诱导出内测度概念 
*

*( ) : [ , ] ( )Cm E a b m E= −  

最后，效仿上积分和下积分思想，定义如果对E ∈A，有内外测度相等 
*

*( ) ( )m E m E=  

则称E是 Lebesgue 可测的，其对应的 Lebesgue 测度记为 
*

*( ) : ( ) ( )m E m E m E= =  

注：之所以引入了内测度概念，是因为外测度只满足次可加性 
* *

1 1
( ) ( )nn n nm E m E

∞ ∞

= =
≤∑U  

有反例表明可以取得小于号，反例的构造要用到选择公理。这说明可以被外测

度量度的集合范围有些大，需要再附加一些条件缩小范围才行。数学就是这样，

常常是如果有反例出现，则通常对原问题附加条件，缩小范围，排除反例。 

 

    数学分析中还有一个有趣的现象，即某个定理可能成对儿出现，有一个连

续版本，很可能存在一个相似的离散版本，反之亦然。比如可微函数的罗比达

法则和数列极限的 Stoltz 定理，即连续 VS 离散。 

 

在后续的 Fourier 级数理论中还会遇到另外一对儿：Fourier 级数与 Fourier

变换，即离散 VS 连续。从理论和实用角度看，Fourier 变换用途更广。比如在

PDE 理论以及信号与系统中。 

采用复数形式表述，一个周期为T 的可积函数的 Fourier 级数可以表示成： 
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2

( ) n

nt
i
T

n

f t c e
π∞

=−∞

= ∑  

其中系数 
2

0

1 ( )
ntT i

n
Tc f t e dt

T

π
−

= ∫  

这里 0 , 1 , 2 ,n = ± ± L. 为了表述方便，以下记 / 2 , /nl T n lα π= = . 

 

    为了把 Fourier 级数想法推广到非周期函数（定义在整个实轴上）上，一个

自然想法是先考虑[ , ]l l− 情形，再令l→∞ . 形式上，有 

( )1( ) 2
2

in t
l

n
nf t c l e

l

π π
π

∞

=−∞

= ∑  

以及 
1 ( )
2

n
n

l
i t

l
c f t e dt

l
α−

−
= ∫  

为考察l→∞情形，先定义函数 

( ) ( ) i tc f t e dtωω
∞

−

−∞
= ∫  

当l很大时， ( )nc α 与 2 nc l 相差很小，这样得到近似关系 

1( ) ( )
2

ni t

n
nf t c e

l
α π

α
π

∞

=−∞

≈ ∑  

注意到 

1n n l
π

α α+ − =  

是一个等距分割，近似关系式右侧是一个 Riemann 和，令l→∞，得到积分 
1( ) ( )

2
i tf t c e dtωω

π

∞

−∞
= ∫  

其中“Fourier 系数的推广”（连续型） ˆ( ) ( )c fω ω= 为 

ˆ( ) ( ) i tf f t e dtωω
∞

−

−∞
= ∫  

称作函数 ( )f t 的 Fourier 变换。由 ˆ( )f ω 得到 ( )f t 的积分称作 Fourier 逆变换。 

 

系数 2π的处理有些麻烦，所以导致 Fourier 变换定义时有的带系数，有的

不带系数，阅读文献时应该注意作者如何定义 F 变换，以避免不必要的麻烦。

Fourier 变换有着物理意义，主要体现在信号与系统中， ( )f t 看做时域信号，经

过 Fourier 变换得到 ˆ( )f ω 变成了频域信号。数学上，积分是一种平滑算子，一
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个函数与核函数作用，经过积分后得到的新函数的性质往往比原来的函数要好

（比如可微性）。实际应用中，根据经验，频域问题通常比时域问题要简单。一

个复杂的时域信号 ( )f t 看不出规律，但经过 Fourier 变换后得到频域信号 ˆ( )f ω 很

可能就有规律了。 

 

关于 Fourier 变换在数学研究中的作用可参考数理方程教材或者 PDE 方面

的教材。笔者的一点经验是：Fourier 变换和 Laplace 变换把微分运算变成代数

运算，而代数运算相对简单。更深的应用恐怕涉及广义函数论和椭圆算子等深

入内容了。 

 

 

    写到这里，从篇幅看可以收笔了。但笔者觉得还是应该补充一个类比的经

典例子，这个例子更典型，同时也纪念高斯和阿贝尔两位大师。下面的文章本

质是两位大师的合力之作，主要处理一类称作雅可比椭圆正弦函数 snu . 这是一

类特殊的椭圆函数，本文采用记号 ( )uϕ 来表示 snu。 

 

第一类椭圆积分为 

20 2 2(1 )(1 )

z dx

x k x
u

− −
= ∫  

其中，参数k满足 20 1k< < . 由此可以定义出一个反函数 ( )z uϕ= ，这是椭圆积

分的反演（逆函数），一般称 ( )uϕ 为椭圆函数。 

 

    利用积分反演定义新的函数并不是什么少见的事情，众所周知 

20 1
arcsin

z dx

x
u z

−
= =∫  

定义了正弦函数 sinz u= . 这其实是椭圆积分中 0k = 对应的退化情形（极端情

况），下面借助正弦函数加法公式作为类比来研究椭圆函数加法公式。 

 

我们知道，正弦函数 sinu有加法公式 

sin( ) sin cos cos sinu v u v u v+ = +  

写成更对称的导数形式是 

sin( ) sin sin sin sinu v u v u v′ ′+ = +  

注意到 ( )uϕ 的退化情形（ 0k = 时）即为 sinu，我们可以猜想 ( )u vϕ + 中有因子 

( ) ( ) ( ) ( )u v u vϕ ϕ ϕ ϕ′ ′+  
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不妨设 

2

( ) ( ) ( ) ( )( )
( , , )

u v u v
u v

u v k
ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ
ψ
′ ′+

+ =  

写成商的形式纯粹是为了运算上的方便，后面我们会看出原因来。我们接下来

的重点是猜测待定函数 2( , , )u v kψ 的形式。 

 

    由正弦函数加法公式可知 

( , ,0) 1u vψ =  

椭圆积分两边对变量z求导，得到 

2 2 2

1
(1 )(1 )

du
dz z k z

=
− −

 

所以有导数关系 
2 2 2( ) (1 ( ))(1 ( ))dz

u u k u
du

ϕ ϕ ϕ′ = = − −  

为方便起见，引进辅助函数（类似于 cosu） 
2 2 2( ) 1 ( ) , ( ) 1 ( )f u u g u k uϕ ϕ= − = −  

于是 ( ) ( ) ( )u f u g uϕ′ = , 以及 (0) 0 , (0) (0) 1 , (0) 1f gϕ ϕ′= = = =  

 

注意到 ( )u vϕ + 中u和v是轮换对称的且满足 
2 2(0, , ) ( ,0, ) 1v k u kψ ψ= =  

 

为了得到 2( , , )u v kψ 的进一步信息，我们考虑另一种退化情形 2 1k =  

此时，原积分化为 

20

1 1
2 11

ln
z zdx

zx
u +

−−
= =∫  

即 
2

2

1( )
1

u

u

e
z u

e
ϕ −

= =
+

 

又因为 2 1 ( )
1 ( )

u u
e

u
ϕ
ϕ

+
=

−
，由此不难得到下面的加法公式（对应 2 1k = 情况） 

( ) ( )( )
1 ( ) ( )
u v

u v
u v

ϕ ϕϕ
ϕ ϕ

+
+ =

+
 

因为此时 2( ) 1 ( )u uϕ ϕ′ = − ，直接计算 
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2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1 ( )) (1 ( )) ( )
( ( ) ( ))(1 ( ) ( ))
u v u v u v u v
u v u v

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

′ ′+ = − + −
= + −

 

由此可知 
2 2( , ,1) (1 ( ) ( ))(1 ( ) ( )) 1 ( ) ( )u v u v u v u vψ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + − = −  

再注意到 2 2(0, , ) ( ,0, ) 1v k u kψ ψ= = 及 (0) 0ϕ = ，猜想 
2 2 2 2( , , ) 1 ( ) ( )u v k k u vψ ϕ ϕ= −  

是一种比较自然和整齐的思路。 

于是我们猜想： 

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )( ) : ( , )
1 ( ) ( )
u v u v

u v D u v
k u v

ϕ ϕ ϕ ϕϕ
ϕ ϕ

′ ′+
+ ≈ =

−
 

 

一般来说，知道了猜想的结论（概率意义上），总是可以验证的，下面直接

证明： ( ) ( , )u v D u vϕ + = . 这个精彩的证明出自数学大师阿贝尔之手！ 

 

利用偏导数公式，经过相对繁琐的计算，可知 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

[1 ( ) ( )]

( ) ( ) ( ) ( )[1 ( ) ( )] ( ) ( )[ ( ) ( ) ( ) ( )]

D
k u v

u
f u g u f v g v k u v u v g u g v k f u f v

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

∂
−

∂
= + − +

 

由此不难发现轮换对称性，剩下只需求解偏微分方程 
D D
u v

∂ ∂
=

∂ ∂
 

    考虑变换 ( ) / 2, ( ) / 2u s t v s t= + = − ，于是 

1 0
2

D D D
t u v

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ⎟⎜= − =⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∂ ∂ ∂
 

故存在函数φ，使得 

( ) ( )D s u vφ φ= = +  

    又 0v = 时，有 ( ) ( , 0) ( )u D u uφ ϕ= = ，这样我们证明了 

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )( )
1 ( ) ( )
u v u v

u v
k u v

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ
′ ′+

+ =
−

 

这个例子巧妙地将“类比、猜想与证明”融合到一起，比较能代表笔者对数学

研究的观点。 
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学数学要有逆向思维 

SCIbird  

 

说明：鉴于笔者时间和精力有限，文章小错误难免。因此笔者建议读者最好将文章中的结

论动手推导一遍，相信必有收获。光看不练，等于白看。 

 

逆向思维或逆向思考似乎与常规逻辑不太合群，有点不走寻常路的感觉。

但历史一再证明了逆向思维的重要性，往往能起到奇兵的作用。数学中的逆向

思维首推反证法。相信大家对反证法已经非常熟悉了，就像老朋友一样。不少

定理直接证明比较困难，但借助反证法就容易多了，比如证明单位正方形对角

线长度是无理数。 

 

逆向思维的例子很多，有些太寻常了，以至于没有留意。比如反函数的概

念，这是拓展函数研究范围的一种方法。按笔者的想法，多项式和有理函数是

熟悉的，因为可以与实数加减乘除运算作为类比。但是，对数函数、指数函数

与三角函数就不那么熟悉了，比如
3

2 应该如何理解？ 

 

按照数学史，对数函数先于指数函数出现，通常定义为 

1
ln

x dt
x

t
= ∫  

被积函数是有理函数，我们很熟悉。通过变量代换，可以得到积分等式 

1 1 1

xy x ydt dt dt
t t t

= +∫ ∫ ∫  

这就是对数的乘法公式： ln ln lnxy x y= + .  

对数函数 lny x= 的反函数为指数函数 yx e= ，习惯上记为 xy e= . 指数函

数有加法公式 x y x ye e e+ = ⋅ . 这里的底数e这样定义，它使得 

1
1

e dt
t

= ∫  

对数函数 lny x= 导数可以直接求出来，即 1y x′ = / （利用变上限积分求导

法则）。指数函数 xy e= 的导数可以间接求出来，即利用它的反函数导数，然后

倒过来即可，由此可知 ( )x xe e′ = . 这比直接利用导数定义要便捷一些。 

借助于欧拉公式 cos sinixe x i x= + ，我们实际上可以由指数函数来研究三

角函数。当然，也可以由其它方法来研究三角函数。 

 

    对于数学家来讲，研究一个函数的反函数是一个很自然的事情，研究一种
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运算的逆运算也是很自然的。数学分析中的典型代表要数不定积分 ∫ 了。最初不

定积分运算 ∫ 看做是导数的逆运算，即按 
1

: d
dx

−⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫  

来理解。所以有的书上称不定积分为“反导数”。这里完全可以用其它符号来表

示不定积分 ∫ . 只是后来人们发现了牛顿-莱布尼茨公式，发现连续函数的变上

限定积分就是一个原函数，所以采用了相似的符号。不过必须强调的是，不定

积分 ∫ 表示一族函数而不是一个，即 

( ) ( )f x dx F x C= +∫  

不要漏掉任意常数C . 

 

    以上例子都是很自然的。类似的例子有很多，一个非平凡的例子是 Lebesgue

积分，其原始想法是分y轴！可用下图来说明。 

 

Lebesgue 积分示意图 

 

回忆一下 Riemann 积分，其想法是分x轴，考虑下面和式 
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1
1

( )( )i i

n

i
if x xξ −

=

−∑  

当 1max{ } 0i ix x −− → 时的极限。 

但是当函数 ( )f x 剧烈震荡时，上述极限可能不存在。即可以控制{ }ix ，但

无法控制 ( )if ξ . 勒贝格的想法是分y轴（即控制 ( )if ξ ），大致想法如下： 

设 ( )m f x M≤ ≤ ，然后分割函数的值域[ , ]m M ，得到分割点 

0 1 nm l l l M= < < < =L  

再记集合 

1{ [ , ] : ( ) }k k kE x a b l f x l +≤ <∈=  

上述点集合的 Lebesgue 测度记为 ( )km E . 考察和式 

( )k kl m E∑  

如果 1max{ } 0k kl l+ − → 时，上述和式的极限存在，则记为 

( )
E
f x dx∫  

称作Lebesgue积分。这种积分对于Riemann积分是兼容的。之所以借助Lebesgue

测度，是因为对于复杂函数来讲，点集 kE 未必能表示成有限个区间的并集。  

 

笔者当初自学 Lebesgue 积分时，内心有一个困惑。因为一维积分可以看做

是求图形面积，即求 

D
I dxdy= ∫∫  

站在求面积（测度）角度看，分x轴与分y轴地位是对等的，为什么后者对应的

Lebesgue 积分更强大呢。这个问题困扰了自己很久，后来发现原因： 

 

    通常的积分是针对函数 ( )f x 的，而函数的定义要求对每一个x，有惟一的

数值 ( )f x 与之对应。所以分x轴的时候， ( )f x 的表现不那么糟糕。但是，如果

分y轴，那么根据函数定义，同一个数值y，可能有一堆x与之对应，此时已经

不存在函数关系 ( )x g y= 了。这一解释说明，站在函数积分的角度看，分x轴与

分y轴并不对等。细想想确实如此，对于形态好的函数，分x轴与分y轴效果一

样，对于一些比较 BT 的函数，需要分y轴了（同时要借助 L 测度理论）。 

 

需要强调的是：勒贝格本人的看法是，Lebesgue 积分的真正价值不是使得

一些 R 不可积函数变得可积了，L 积分的真正价值是：大大放宽了积分与极限

之间的运算条件，如控制收敛定理。 
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    搞数学研究，很多时候的关键不是数学工具的高深或证明难度大，而是有

没有想法。法国数学家勒让德研究了椭圆积分几十年，也写了几大本专著。比

如下面的第一类椭圆积分 

20 2 2(1 )(1 )

z dx

x k x
u

− −
= ∫  

该积分在求椭圆弧长时出现，故而得名。 

    勒让德在研究椭圆积分时缺少了逆向思维，没有想到研究其反函数 snz u=

（椭圆函数），从而与椭圆函数奠基人的历史机会擦肩而过。而高斯和阿贝尔想

到了研究椭圆积分的反函数，成为了椭圆函数领域的奠基人。 

 

其实利用积分反演（反函数）研究函数并不是什么少见的事情，众所周知 

20 1
arcsin

z dx

x
u z

−
= =∫  

定义了正弦函数 sinz u= . 这其实是椭圆积分中 0k = 对应的退化情形。技术上，

研究椭圆函数比研究椭圆积分简单，而且有很多新的发现，比如椭圆函数的双

周期性等。 

 

    听一位数学老师说过，每次有人来做报告他都尽可能去听，但 10 场报告也

就能听明白 3 场，为什么还去听呢？这位老师的解释是，听的是 idea！也许报

告人不经意间某句话，某个 idea，就能给予你意想不到的启示。 
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数学分析三大基本思想之逼近 

SCIbird  

 

说明：鉴于笔者时间和精力有限，文章小错误难免。因此笔者建议读者最好将文章中的结

论动手推导一遍，相信必有收获。光看不练，等于白看。 

 

从本章开始，计划用三篇文章来介绍数学分析中的三大基本思想，即逼近、

变换和分解。 

 

对数学分析普遍的看法是，上手容易，难以精通，易学难精。除了数学分析

科目本身博大精深外（想想数分后续科目复变、实变、ODE 和 PDE），造成这

种现象的原因之一是数学分析中的技巧特别多，初步统计包括逼近（放缩和夹

逼）、变换（等价无穷小和不定积分换元）、分解（级数和累次积分）、反演、递

推、RMI 原理、对称、引入参变量（收敛因子）、极端法、归纳法、构造法和计

算两次法等等。这些方法技巧，本身也是宝贵的数学思想，它们分散在数学分

析的若干定理和经典习题当中，单独拿出来都能写一篇文章。这方面读者可以

参考谢惠民的《数学分析习题课讲义》一书，写得很全面。 

 

但凡事大都有主要矛盾，学数学分析也应该抓主要思想。根据笔者这些年对

数学分析的体会，感觉有三大基本思想是数学分析的核心，逼近、变换和分解。

围绕微分、积分和级数这三大主题，展开上述三大基本思想，构成了数学分析

的主干。不论是初学者，还是重温者，抓住上面的主干，就有了方向。本章先

介绍数学分析第一大基本思想：逼近。 

 

    数学分析处理的对象涉及无穷，因而必须考虑极限。而如何严格描述极限

过程呢？为此，引入了ε δ− 语言（相当于公理），所讨论的极限，即ε δ− 意义

下的极限。本文所讨论的逼近，也是ε δ− 意义下的逼近。出于对几何直观的偏

爱，笔者更喜欢用 0nx x→ （箭头）表示逼近过程，而不是用 0| |nx x ε− < . 

 

谈及分析中的逼近，免不了涉及不等式，这也是分析难学的原因之一。毕

竟，不等式比等式难处理多了，而且经常要分段估计（如三段法）。逼近是一种

重要的思想，用简单的近似复杂的，用熟悉的近似陌生的，这种思想绝非数学

独有。 
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回想极限的定义、连续的定义、定积分的定义，都体现了数学中的逼近思

想。当然，极限和连续可以用拓扑的方法定义，但失去了直观性。学数学分析

还是尽量采用直观的方法为好，至少在水平达到一定程度之前如此。 

 

逼近的常见技巧是放缩和夹逼，方法的框架很简单，但具体应用时需要与

具体问题相结合。本文重点介绍逼近的思想在数学分析中的体现，下面用两个

例子来说明。 

 

第一个例子：闭区间上的连续函数可由多项式一致逼近。 

这是魏尔斯特拉斯的多项式逼近连续函数定理，学过数分的人都知道。多数

教材对这个定理的证明采用伯恩斯坦多项式的构造方法。这里我们不去探讨证

明过程，重点说明一个有趣的数学证明思路，想法来自概率论。考虑独立重复

的伯努利实验，它有两个结果 ,A B，出现结果A的概率为x，出现结果B的概

率为1 x− . 则n次独立重复实验中，恰好出现k次的结果A的概率为 

( ) (1 )k
n
k n k

nP k C x x −= −  

显然，Σ ( ) 1nP i = . 这种概率分布也叫二项分布。固定n和x不动，将 ( )nP k

视作变量k的函数。这个函数在nx（不一定是整数）附近有一尖峰，在两侧迅

速递减。于是直观上可以设想，对这样的nx k≈ （以下默认）， ( )nP k 比较接近

于 1（在和式Σ ( ) 1nP i = 中权重较大）。因此，下面的加权逼近想法就自然了： 

1

( ) ( ) ( ) ( )
n

i
n

i k
P i f f f x

n n=

⎯⎯→ ≈∑  

记多项式
0

,( ) ( ) (1 )
n

i i n i
nn

i

x
i

B f f C x x
n

−

=

= −∑ ，则利用初等不等式放缩技巧可以证

明：当n→∞时，多项式序列 ,( )n xB f 一致逼近连续函数 ( )f x . 

注：证明细节可参考张筑生老师的《数学分析新讲》第三册。 

 

    也有教材采用高级工具来证明，如核函数方法。细节见卓里奇的《数学分

析》第二册，或者《新讲》第三册含参数积分章节。笔者在网上看到一位台湾

数学老师介绍多项式逼近连续函数的好文章，重点就是介绍“核函数”法来构

造逼近多项式（推荐读读）： 

 

 

    本质上，这种核函数法利用了广义函数中的狄拉克函数序列性质，可参考
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广义函数或数理方程的相关书籍。这方面一个著名的结论是 

R
( ) ( ) ( )f x f t x t dtδ= −∫  

这方面除了核函数外，还涉及到卷积工具。所构造的“核函数序列”的极限具

有狄拉克函数δ性质。巧妙之处在将卷积（积分）分成两段 | |x ε≥ 和 | |x ε< 进

行分段估计，这从证明过程中可以看出。 

核函数：设 ( )n xΔ 是定义在 ( , )−∞ +∞ 上以n为参数的函数，并且满足： 

1. 非负性，即 ( ) 0n xΔ ≥ ； 

2. 广义可积性（正则性），即 

( ) 1n x dx
+∞

−∞
Δ =∫  

3. 狄拉克序列性质，即 0δ∀ > ，有 

| |
lim ( ) 1
n x

n x dx
δ→∞ <
Δ =∫  

注：这里的 ( )n xΔ 是正核，实际应用中也会遇到非正核子，如 Fourier 级数中的

狄利克雷核。另外，参数也不一定是n，也可以是连续变量。 

    这些核函数图形的有一个尖点，两旁迅速下降，极限情况就是狄拉克δ−函

数。 

, 0
( )

0 , 0
x

x
x

δ
⎧+∞ =⎪⎪=⎨⎪ ≠⎪⎩

 以及 ( ) 1x dxδ
+∞

−∞
=∫  

 

如果这个核函数比较光滑，且能展开成一致收敛的幂级数，那么截取前面有

限部分就构造出了逼近多项式，这也是魏尔斯特拉斯本人原来证明的思路。魏

尔斯特拉斯本人最初的证明，使用的核函数是“热核”（正态核） 
2

21( )
x
h

h x e
h π

−
Δ =  

其中参数h是连续变量。上面这个函数也常见于正态分布。 

    然后，魏尔斯特拉斯证明了当 0h→ +时，卷积 
2

1( ) ( )
u x
h

hf x f u e du
h π

⎛ ⎞− ⎟⎜− ⎟+∞ ⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

−∞
∗Δ = ∫  

一致收敛于 ( )f x . 

最后，魏尔斯特拉斯将问题限制在闭区间[ , ]a b 上，并将热核函数 ( )h xΔ 进

行幂级数展开，取前边若干项截断，就得到了一个多项式 ( )P x ，用它代替 ( )h xΔ ,

这样就证明了多项式逼近连续函数定理。 
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通常教材上选取的核函数是 Landau 核，这个核函数本身就是多项式，因此

相比原证明减少了一步，但本质没有改变。Landau 的证明用到了核函数： 
2( ) (1 ) , 1 1n

n nx c x xΔ = − − ≤ ≤  

然后构造多项式序列 
1

0
( ) ( ) ( )n nP x f u u x dx= Δ −∫  

以上核函数方法均出现了卷积，卷积的好处是一个函数“光滑化”。 

 

根据概率论知识，发现二项分布的极限分布（中心极限定理）是正态分布（也

就是热核），不知道伯恩斯坦本人是否受此启发，想到了巧妙的伯恩斯坦多项式

,( )n xB f . 细心观察不难发现，伯恩斯坦多项式证明法相当于离散核。 

 

不过笔者感到最直观方法，还是勒贝格的“折线逼近法”，大体思路是：闭

区间上的连续函数可以用折线逼近（比较直观）。而折线函数可以用函数x和 | |x

进行线性组合而得到。考虑到 2| |x x= ，经过一些代换，利用二项级数展开，

得到了一致收敛的幂级数，这说明 | |x 可以用多项式一致逼近。 

考虑二项级数展开 

0

(1 ) n

n

x x
n

α α∞

=

⎛ ⎞⎟⎜+ = ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∑  

当 0α> 时，上述级数在闭区间[ 1 ,1]− 上一致收敛于函数 (1 )x α+ . 

    于是在闭区间[0 , 2]上 x 可以展开成一致收敛的幂级数 
11
22

0

[1 ( 1)] ( 1)n
n

x x x
n

∞

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= + − = ⎜ −⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑  

这样我们证明了： 

引理 1：连续函数 ( )x xϕ = 在闭区间[0 ,1]上可以用多项式一致逼近。 

再定义函数 

0 , 0| |( )
, 02
xx x

x
x x

λ
⎧ ≤⎪+ ⎪= =⎨⎪ >⎪⎩

 

不难证明，连续函数 ( )xλ 可在任意任意闭区间[ , ]c c− 上用多项式一致逼近。 

 

引理 2：定义在闭区间[ , ]a b 上的任意折线函数Λ( )x 都可以表示成 

0 0 0Λ( ) ( ) ( )mx c c x x c x xλ λ= + − + + −L  

因而定义在闭区间上的任意折线函数都可以用多项式一致逼近。 
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    有了上面的多项式逼近折线函数定理后，可利用函数的一致连续性证明： 

闭区间[ , ]a b 上的连续函数可由折线函数一致逼近。 

上述思路可概括为：多项式→折线函数→连续函数，证明细节可参考《新讲》

第三册。 

 

闭区间上多项式逼近连续函数定理不能推广到R 上。可进行逆向思考，如

果可以，则多项式序列 ( )np x 是柯西列。但m n≠ 时，多项式 ( ) ( )n mp x p x− 是非

常数多项式，不可能是柯西列。 

 

多项式逼近连续函数定理，也可以推广到三角多项式（如 Fourier 级数中的

费耶和），甚至更一般的抽象空间，即斯通-魏尔斯特拉斯定理（见《新讲》第三

册）。另一个有意思的推广是所谓 Muntz-Szasz 定理： 

将多项式函数基底 2 31 , , , ,x x x ⋅⋅⋅替换成基底 2 311 , , , ,x x xλλ λ ⋅⋅⋅，之后，魏

尔斯特拉斯的逼近定理仍然成立。即 
31 2{1 , , , , } [ , ]span x x x C a bλλ λ ⋅⋅⋅ =  

这里 21 30 λ λ λ< < < <⋅⋅⋅，且满足 

1

1
n nλ

∞

=

=+∞∑  

注：此时基底 2 311 , , , ,x x xλλ λ ⋅⋅⋅的线性组合不一定是多项式。Muntz-Szasz 定理

的证明需要复变函数和泛函分析知识，读者可参考 Rudin 的《实分析与复分析》

或者 P.Lax 的《泛函分析》。 

 

 

    第二个例子是：重积分变量换元公式。 

由于积分的 Riemann 和定义可以看做是“体积线性组合”（然后再求极限），

所以解决在变换ϕ下的体积变化关系是解决问题的关键。考察一个小立方体C

在变换ϕ下 ( )Cϕ 的体积就是自然思路了。遗憾的是由于 ( )Cϕ 一般是非线性变

换，所以 ( )Cϕ 多半要发生扭曲变形。直观上，如果立方体C充分小，变换ϕ又

比较光滑，那么 ( )Cϕ 扭曲程度就不那么厉害。 
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借用上图说明一下（这里g ϕ= ） 

 

由微分思想可知，一个映射ϕ的作用在一点 0x 邻域范围内可以近似看做是

一个局部线性映射 0 0 0( ) ( ) ( )( )L x x x x xϕ ϕ′= + − . 

 

稍微精确一些描述，取定小立方体C的中心点 0x ，那么当C充分小时，线

性变换 0 0 0( ) ( ) ( )( )L x x x x xϕ ϕ′= + − 与变换 ( )xϕ 相差高阶无穷小量。也就说处

理问题时， ( )xϕ 局部上可由线性变换近似代替，微分的精华思想也在于此。 

 

根据线性代数中的一个结论，对可逆线性变换A，有体积关系 

( ( )) | det | ( )AC A Cμ μ=  

这里用符号μ表示若尔当体积。 

令线性变换A L= ，则 0det det ( )A xϕ′= 或写成 0det det ( )A D xϕ= . 

由此得到体积近似关系： 0( ( )) | det ( ) | ( )C x Cμ ϕ ϕ μ′≈ . 进而 

0( ) ( ( )) ( ( )) | det ( ) | ( )f x C f t t Cμ ϕ ϕ ϕ μ′≈  

其中 ( )x tϕ= . 根据积分的 Riemann 和定义，不难猜出重积分变量代换公式 

( )
( ) ( ( )) | det ( ) |

E E
f x dx f t D t dt

ϕ
ϕ ϕ=∫ ∫  

此处 ,x t都是向量， ( ) ( )D t tϕ ϕ′= 表示雅可比矩阵（导数的推广）。上述想法表

述为下面的重积分变量换元公式： 

设Ω m⊂R 是一个开集， 

:Ω mϕ → R  

是一个连续可微映射， ΩE ⊂ 是一个闭若尔当可测集。如果 

（1） 雅可比行列式det ( ) 0 , intD t t Eϕ ≠ ∀ ∈ ； 
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（2） ϕ在 intE中是单射。 

那么 ( )Eϕ 也是一个闭若尔当可测集，并且对于任何在 ( )Eϕ 上连续的函数 ( )f x

都有 

( )
( ) ( ( )) | det ( ) |

E E
f x dx f t D t dt

ϕ
ϕ ϕ=∫ ∫ . 

 

这个定理的证明有些复杂，细节见《数学分析新讲》第二册，基本想法是“采

用把局部微分同胚分解成简单微分同胚的复合，然后再转化为累次积分来证

明”。 

 

《新讲》中的证明方法，将在“变换”一章中细说。这里，说说该定理的

Riemann 和证明法，引自下面的《美国数学月刊》文章。这里将该文章的核心

部分翻译过来，大家可以感受一下逼近法的巧妙证明。 

 

对于连续函数 ( )f x 可分离其正部和负部以分别讨论积分，而不影响最终的

结果。所以，不妨设 ( ) 0f x ≥ 恒成立。 

 

 

    限于篇幅，本文只给出上述文章的最核心内容。首先，设 1 2,D D 是欧氏空

间 nR 中的开集， 1 2 1: ( )h D D h D→ = 是一个双射，且映射h与逆映射 1h− 是连续

可微的。即 1 2:h D D→ 是微分同胚。 

 

（重积分变量代换定理）记符号 
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( )( ) det
i

j

h x
J x

x

⎛ ⎞∂ ⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ∂⎝ ⎠
 

表示映射h对应雅可比矩阵“行列式的绝对值”。则函数 ( )f x 在 2D 上可积，当

且仅当 ( ( )) ( )f h u J u 在 1D 上可积，以及 

2 1 1( )
( ) [ ( )] ( )

D h D D
f x dx f h u J u du

=
=∫ ∫  

 

证明：对 nx ∈R , 引入 max 范数
1

| | max | |
i n ix x

≤ ≤
= , 其中 ix 是向量x的第i个坐标分

量。于是一个中心为点p，棱长为2s的立方体可以表示成 | |x p s− ≤ . 

    如果A是一个线性变换，对应矩阵为( )
nij n

a
×
，则有 

1
1

1
1( ) [ , , ] , ,

n

n j j n
j

j j

n

j

A x A x x a x a x
= =

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎣ ⎦
∑ ∑L L  

再定义矩阵范数 

1
1

| | max
n

i n
j

ijA a
≤ ≤

=

= ∑  

由此得到 | ( ) | | | | |A x A x≤ .  

 

    对映射 1( ) [ ( ) , , ( )]nh x h x h x= L ，记其雅可比矩阵 ( ) ( )ikj x j x= 为 

( )( ) i
ik

k

h x
j x

x
∂

=
∂

 

集合 nS ⊂R 对应的体积（测度）记为 ( )Sμ . 则一个中心为点p , 棱长为2s的

立方体 1C D⊂ 可以表示成 | |x p s− ≤ , 其对应体积 ( ) (2 )nC sμ = ，由此可得到下

面的拉格朗日中值定理 

1

( ) ( ) [ ( )( )]( )i i i k k

n

ik
k

h x h p j p x x p x pθ
=

− = + − −∑  

其中0 ( ) 1i xθ≤ ≤ . 所以，得到 

| ( ) ( ) | max | ( ) |
y C

h x h p s j y
∈

− ≤  

换句话说，像集 ( )h C 包含在立方体 

| ( ) | max | ( ) |
y C

z h p s j y
∈

− ≤  

之中。由此得到体积估计 
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{ }( ( )) max | ( ) | ( )
n

y C
h C j y Cμ μ

∈
≤  

将上述结论应用于映射 1A h− , 这里A是可逆线性映射。同时利用线性代数中的

一个重要结论： 1 1( ( )) | det | ( )A S A Sμ μ− −= , 其中S为闭集。令 ( )S h C= , 因为C

是有界闭集，映射h是连续可微的，所以 

{ }1 1 1( ( )) | det | ( ( )) max | ( ) | ( )
n

y C
A h C A h C A j y Cμ μ μ− − −

∈
= ≤  

移项得到 

{ }1( ( )) | det | max | ( ) | ( )
n

y C
h C A A j y Cμ μ−

∈
≤  

这一不等式的妙用将在下面的 Riemann 和中得到体现。将立方体C分割成有限

个内部互不相交的小立方体 1 2, , , MC C CL , 对应中心分别为 1 2, , , Mx x xL . 记

0δ> 为这样的正数，它比上述M 个小立方体的棱长都要小。 

 

对立方体 iC , 取 ( )iA j x= , 再应用上面的不等式以及体积的可加性，得到 

{ }1

1

( ( )) | det ( ) | max | ( ) ( ) | ( )
i

nM

y C
i

i i ih C j x j x j y Cμ μ−

∈
=

≤∑  

因为矩阵函数 ( )j x 是连续函数，所以当z y→ 时， 
1( ) ( )j z j y I− → （单位矩阵） 

由此得到不等式估计 

{ }1max | ( ) ( ) | 1 ( )
i

i

n

y C
j x j y η δ−

∈
≤ +  

其中正数 ( )η δ 满足： 0δ→ 时， ( ) 0η δ → . 

    进而得到核心不等式估计 

1

( ( )) [1 ( )] | det ( ) | ( )i

M

i
ih C j x Cμ η δ μ

=

≤ + ∑  

注意到上面不等式右边实际是一个体积的 Riemann 和，令 0δ→ 得到 

( ( )) ( )
C

h C J x dxμ ≤∫  

对于连续函数 ( )f x 可分离其正部和负部分别讨论积分，而不影响最终的结

果。所以这里不妨设 ( ) 0f x ≥ 恒成立。根据积分的 Riemann 和定义，得到 

2 1 1( )
( ) [ ( )] ( )

D h D D
f x dx f h u J u du

=
≤∫ ∫  
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注：为避免符号混淆，这里对 1D 上的积分，采用积分变量u来表示。 

 

    到此为止，我们得到的是一个不等式，下面巧妙地利用逆变换 1h− 得到反向

不等式（对称性体现），进而得到等式。 

 

将变换 1( )u h x−= 代入上面积分不等式，得到 

2 21 2

1 1( ) [ ( )] ( ) [ ( )] ( ( )) ( ) ( )
D D D D
f x dx f h u J u du f h h x J h x J x dx f x dx− − ′≤ ≤ =∫ ∫ ∫ ∫o

 
其中， ( )J x′ 是映射 1

2 1:h D D− → 对应的雅可比行列式的绝对值。且满足 
1( ( )) ( ) 1J h x J x− ′ =  

所以，我们证明了重积分变量代换定理。 
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数学分析三大基本思想之变换 

SCIbird  

 

说明：鉴于笔者时间和精力有限，文章小错误难免。因此笔者建议读者最好将文章中的结

论动手推导一遍，相信必有收获。光看不练，等于白看。 

 

本章介绍数学分析中的三大基本思想之变换。广义的变换应该作为一种思想

来理解，即对某个数学对象进行操作，转化为另一个对象，要求后者相对容易

处理。 

 

我们在中学已经接触到一些简单的变换，如三角变换和万能公式。进入大学

学习数学分析或微积分，接触到求极限方法的等价无穷小代换也是变换的一种。

像微分理论中的罗比达法则，积分理论中的第一、二类换元法，级数理论中的

算术平均求和法（即 1C− 求和法，例如 Fourier 理论中的费耶和），常微分方程

中的分离变量法、常数变易法和积分因子法等等，都是变换思想的具体表现。 

 

    从实用角度看，最常见的线性变换，这方面内容在线性代数课程中有详细

论述。后来人们进一步抽象出线性算子，并把它推广到无穷维线性空间，这些

内容可以在泛函分析课程中学到。需要指出，非线性变换也是存在的，而且更

普遍，处理起来也更困难。数学分析作为基础课程，主要以处理线性变换为主

（包括逆变换），微分学的精髓就是函数增量的线性主部，站在算子角度，微分

是线性变换的一种。另外，不少非线性变换的处理方法是从线性变换中衍生出

来的，这就更体现出线性变换的重要性。 

 

    还是用几个具体的“变换例子”来说明吧。首先说说不定积分，这方面技

巧非常多，很多教材都单独列出一节讲一些经典的不定积分技巧，比如有理函

数如何积分，某些根式如何积分等等。其中使用得最多的是第一类换元积分法

和第二类换元积分法。前者，主要是微分公式 ( )d uv vdu udv= + 经过移项变换，

得到 

( )udv d uv vdu= −  

再求逆变换（积分）的结果 

udv uv vdu= −∫ ∫  

变换的指导精神是不定积分 vdu∫ 比较容易求出。 
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    关于第二类不定积分换元法，通常涉及反函数，很多书中给的条件并不一

致。《数学分析习题课讲义》中收录了下面的定理： 

设 ( )f x 有原函数，函数 ( )x x t= 可微且有函数 ( )t t x= 满足 ( ( ))x t x x≡ , 若 

( ( )) ( ) ( )f x t x t dt F t C′ = +∫  

则有 

( ) ( ( ))f x dx F t x C= +∫  

 

证明：已知 ( )f x 有原函数，记为 ( )U x ，则有 ( ) ( )U x f x′ = . 又已知 

( ) ( ( )) ( )F t f x t x t′ ′=  

由复合函数求导法则得到 
( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( )dU x t

U x t x t f x t x t F t
dt

′ ′ ′ ′= = =  

因此 ( ( ))U x t 与 ( )F t 只相差一个常值函数 

( ( )) ( )U x t F t C= +  

将 ( )t t x= 代入，且利用恒等式 ( ( ))x t x x≡ ，于是就有 

( ( ( ))) ( ) ( ( ))U x t x U x F t x C= = +  

对上面两边求导可知 
( ( )) ( ) ( )dF t x

U x f x
dx

′= =  

于是我们证明了 

( ) ( ( ))f x dx F t x C= +∫  

 

一般教材上使用第二换元积分法时要求：可微函数 ( )x x t= 存在“反函数

( )t t x= ”关系。显然，若反函数存在，则自然满足恒等式 ( ( ))x t x x≡ . 但反过

来满足恒等式 ( ( ))x t x x≡ 并不意味着反函数存在。上面的定理实际上说明：只

需要函数 ( )x x t= 可微且有函数 ( )t t x= 满足恒等式 ( ( ))x t x x≡ , 即可使用第二

换元积分法。无须反函数存在或单调性假设。 

 

    第二换元积分法主要是“一阶微分形式不变性”的体现，目的是简化被积

函数的结构，使得容易求解。这两类换元积分法可以推广到一元定积分理论中，

这里不细说了，详细内容请参考《数学分析新讲》。重积分中也有换元积分公式，

但根据经验，高维积分换元主要是为了将积分域变得简单，一维积分换元主要

是为了将被积函数变得简单，这一点区别要注意。 
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尽管不定积分的技巧非常多，但必须指出，大部分初等函数是积不出来的，

即原函数是非初等函数。比如下列积分 
2 2 2sin 1, , , sin , cos

ln
xx

dx e dx dx x dx x dx
x x

−∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

即便是不涉及超越函数的第一类椭圆积分 

2 2 2(1 )(1 )
dx

x k x− −
∫  

其原函数也是非初等的。原函数是非初等积分也称不可积。 

据笔者查阅到的文献，目前还没有判定一个连续函数的不定积分是否为非

初等积分的“万能准则”（充要条件），大部分判定定理只能针对某一类函数成

立。比如下面的定理 

（定理）设 ,f g为有理函数，g不是常值函数，如果 ( )( ) g xf x e dx∫ 是初等

函数，则存在有理函数h , 使得 
( ) ( )( ) ( )g x g xf x e dx h x e C= +∫ . 

这个定理的证明涉及微分代数，有兴趣的读者可自行查阅相关文献。 

 

 

    在积分理论中，有一类非常重要的变换，即含参数变换。 

( ) ( ) ( , )t f x K x t dxϕ = ∫R
 

这里t是参变量， ( , )K x t 称为核函数。这种方法也是定义非初等函数的一种常

见方法，比如数学分析里非常重要的Γ函数和B 函数。参变量核函数方法的典型

例子有两个，一个是多项式逼近连续函数定理中的 Landau 方法 
1

0
( ) ( ) ( )n nP t f x t x dx= Δ −∫  

其中核函数为 
2( , ) ( ) (1 ( ) )nn nK x t t x c t x=Δ − = − −  

    另一个例子是，Fourier 求和理论中狄利克雷积分 
1sin( )( )1 2( , ) ( ) 12sin ( )

2

m

m t x
S x f f t dt

t x

π

ππ −

+ −
=

−
∫  

这里不仅涉及核函数，也涉及到卷积运算。关于卷积运算的进一步内容可参考

卓里奇的《数学分析》下册。 
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    细细品味积分，发现其是一种加权求和的极限过程，含有平均的意味。很

多函数经过积分处理（比如卷积），得到的新函数性质往往比较好，可以进行求

导、积分等光滑运算。其中有一种方法令笔者印象非常深刻，称之为收敛因子

法。下面用例子来说明，考虑广义积分 

0

sin ?x
dx

x

+∞
=∫  

我们引入一个收敛因子 txe− ，然后定义一个新的函数 

0

sin( ) tx x
t e dx

x
ϕ

∞
−

+
= ∫  

数学分析中证明了新函数 ( )tϕ 有很好的性质，可以积分号下直接求导，于是 

0 2

1( ) sin
1

txt e xdx
t

ϕ
+∞

−′ =− =−
+∫  

等式右边的函数可以求出原函数，再利用放缩和无穷过程，不难得到 

0

sin (0)
2

x
dx C

x
π

ϕ
+∞

= = =∫  

能够熟练地构造收敛因子，并进行微分和积分计算，这可是硬功夫和绝技。

物理大师费曼就特别擅长此法，根据其在自传中回忆，他一直不会用复变函数

中的围道积分方法，所以一直用含参数积分方法（积分号下求导和积分），并且

解决了很多数学系棘手的问题。 

 

 

    微分中比较典型的代表是凑全微分的积分因子法，考虑下面的微分形式 

( , ) ( , )P x y dx Q x y dy+  

如果能找到一个可微函数 ( , )M x y ，使得存在函数 ( , )U x y ，满足 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )dU x y M x y P x y dx M x y Q x y dy= +  

则称 ( , )M x y 为积分因子。 

    这种凑全微分的积分因子法很像高中时的凑不等式方法，技巧性和经验性

较强。若能成功找到积分因子，解决问题还是相当简洁的。 

 

    级数理论中也有变换的代表，如著名的阿贝尔变换（分部求和）和算术平

均求和法。这里主要说说后者，记 

1

n

k
n nS a

=

=∑  

算术平均求和法即考虑 
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1 2 ?mS S S
m

+ + +
→

L  

如果极限 lim nS S= 存在，则算术平均和的极限也存在，同样等于S ; 反过来，

如果极限 lim nS S= 不存在，算术平均和的极限也可能存在。有些时候，根据具

体问题，可能需要算术平均和的极限相关结论。比如连续函数的 Fourier 级数不

一定处处收敛，但其算术平均和（费耶和）却是一致收敛的。 

 

 

接下来说说一种十分重要和实用的变换思想，所谓 RMI 原理。 

即关系(Relation)、映射(Mapping)、反演(Inversion)原理。它是经过建立一

种映射，把所研究的对象从一个系统结构 A 中映射到另一个系统结构 B 中去，

利用新的系统中的知识，研究问题的解，然后再通过反演，得到原来问题的解

答。以上想法，大致可由下图来说明 

 
RMI 原理示意图 

 

    RMI 原理要求 B 相对于 A 是容易求解的，这方面最具代表性的例子是

Fourier 变换和 Laplace 变换了。例如，利用 Fourier 变换求解常微积分方程

( )p D f g= . 这里p是一个常系数多项式，D是微分算子，函数 ( )g g x= 是已知

的，求未知函数 ( )f f x= . Fourier 变换的优点之一是把微分运算变为代数运算，

后者在数学上更容易处理。将 Fourier 变换（构造映射） 

ˆ( ) ( ) i xf f x e dxωω
+∞

−

−∞
= ∫  

作用在常微分方程 ( )p D f g= 两边，得到 
ˆ ˆ( ) ( ) ( )q f gω ω ω=  

于是可以直接求解 
ˆ ˆ( ) ( ) ( )f g qω ω ω= /  

最后，等式两边作反演变换（Fourier 逆变换），得到 ( )f f x= . 

    上面说得比较抽象，想具体了解还是要找几个例子算一算，这方面读者可
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参考《数学物理方法》方面的教材。 

 

    最后说的这个例子（个人的珍爱）是关于重积分变量代换公式的。内容摘

自《数学分析新讲》第二册，这里重点说一下新讲中的证明思想，它将逼近、

变换与分解这三大数学分析思想融为一体。 

 

（重积分变量代换定理）设Ω m⊂R 是一个开集， 

:Ω mϕ → R  

是一个连续可微映射， ΩE ⊂ 是一个闭若尔当可测集。如果 

（1） 雅可比行列式det ( ) 0 , intD t t Eϕ ≠ ∀ ∈ ； 

（2） ϕ在 intE中是单射。 

那么 ( )Eϕ 也是一个闭若尔当可测集，并且对于任何在 ( )Eϕ 上连续的函数 ( )f x

都有 

( )
( ) ( ( )) | det ( ) |

E E
f x dx f t D t dt

ϕ
ϕ ϕ=∫ ∫ . 

 

这个定理的证明有些复杂，张筑生老师把它拆成若干引理，每个引理相对

容易证明一些。为方便讨论，引入 max 度量 ( , ) | | max | |i ix y x y x yρ = − = − ，

这里 ix 是向量x的第i个坐标分量。 

 

    新讲中，前面几个引理主要关于可积性条件讨论的，不是本质部分，真正

核心部分是从简单图形逼近开始，想法是“采用把局部微分同胚分解成简单微

分同胚的复合，然后再转化为累次积分来证明”。 

 

如果 nR 的子集S可以表示为有限个两两无公共内点的闭方块的并集，那么

我们就说S是一个简单图形。任何简单图形当然都是闭若尔当可测集。新讲中

证明了：为证明重积分变量代换公式，只需要考虑积分区域最简单的情形。即

如下结论成立： 

设Ω m⊂R 是一个开集， ΩE ⊂ 是一个闭若尔当可测集，而 

:Ω mϕ → R  

是一个连续可微映射，且满足 

（1） 雅可比行列式det ( ) 0 , intD t t Eϕ ≠ ∀ ∈ ； 

（2） ϕ在 intE中是单射。 

如果函数 f 在集合 ( )Eϕ 上是连续，并且对任意闭方块Π intE⊂ , 都有 
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(Π) Π
( ) ( ( )) | det ( ) |f x dx f t D t dt

ϕ
ϕ ϕ=∫ ∫  

那么就有 

( )
( ) ( ( )) | det ( ) |

E E
f x dx f t D t dt

ϕ
ϕ ϕ=∫ ∫  

上述定理是分析中“逼近思想”的充分体现。 

 

    接下来讨论所谓“简单变换” 

设 1( , , ) :Ωh mt tϕ → RL 是一个连续可微函数，我们把如下形状的变换称为

简单变换： 

1

,
( , , )

i i

h h m

x t i h
x t tϕ

⎧⎪ = ≠⎪⎨⎪ =⎪⎩ L
 

换句话说，简单变换是这样一种连续可微映射 

:Ω mϕ → R  

它（至多）只改变 1( , , ) Ωmt t t= ∈L 的一个坐标。 

我们先对简单变换证明重积分变量代换公式成立。 

定理：设Ω m⊂R 是一个开集， ΩE ⊂ 是一个闭若尔当可测集，而 

:Ω mϕ → R  

是一个简单变换，且满足 

（1） 雅可比行列式det ( ) 0 , intD t t Eϕ ≠ ∀ ∈ ； 

（2） ϕ在 intE中是单射。 

如果函数 f 在集合 ( )Eϕ 上是连续，那么 

( )
( ) ( ( )) | det ( ) |

E E
f x dx f t D t dt

ϕ
ϕ ϕ=∫ ∫  

 

    证明：必要时给变量重新编号，可设简单变换 ( )x tϕ= 具有这样的形式 

1

, 1 , 2 , , 1
( , , )

i i

m m

x t i m
x t tψ

⎧⎪ = = −⎪⎨⎪ =⎪⎩

L

L
 

根据引理 5，只须对任意闭方块Π intE⊂ , 证明公式 

(Π) Π
( ) ( ( )) | det ( ) |f x dx f t D t dt

ϕ
ϕ ϕ=∫ ∫ . 

不妨设在Π上有 

det ( ) 0mD t
t
ψ

ϕ
∂

= >
∂

 

（另一种情形可类似讨论）。把Π写成 
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1Π Π Π m−′ ′′= × ⊂ ×R R  

这里 
1 1 1 1Π [ , ] [ , ]

Π [ , ]

m mα β α β
α β

− −′ = × ×
′′ =

L
 

于是，我们有 

Π
(Π) ( , )

( , ) ( , )
m

m

x
x x

x x x
ϕ

ψ α ψ β

⎧ ⎫′ ′⎪ ⎪∈⎪ ⎪′=⎨ ⎬⎪ ⎪′ ′≤ ≤⎪ ⎪⎩ ⎭
 

因而由累次积分公式，得到 
( , )

(Π) Π ( , )

Π

Π

Π

( ) ( , )

( , )( , ( , ))

( , )( , ( , ))

( ( )) | det ( ) |

m m

m
m m

m

x

x

m
m m

m

f x dx dx f x x dx

x t
dx f x x t dt

t
t t

dt f t t t dt
t

f t D t dt

ψ β

ϕ ψ α

β

α

β

α

ψ
ψ

ψ
ψ

ϕ ϕ

′

′ ′

′

′

′ ′=

′∂′ ′ ′=
∂
′∂′ ′ ′=

∂

=

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

于是我们对简单变换证明了重积分变量代换公式成立。 

 

    从上面可以看出，简单积分区域和简单变换的妙处了吧，方便利用累次积

分，上述证明是变换与分解的结合。对于一般的连续可微变换，我们把它分解

成一些列简单变换的复合。需要注意的是，这种分解通常只在局部情形成立，

整体分解一般不存在。这里采用的思想就是“把局部微分同胚分解成简单微分

同胚的复合”，这种方法体现了“分解思想”。 

 

定理：设Ω m⊂R 是一个开集， 

:Ω mϕ → R  

是一个连续可微映射， Ωτ ∈ . 如果 det ( ) 0Dϕ τ ≠ ，那么存在 0δ> ，使得重积

分变量代换公式对于包含在邻域 ( , )U ρ τ δ 之中的任何闭若尔当可测集成立。这

就是说，对任何闭若尔当可测集 ( , )E U ρ τ δ⊂ 和任何在 ( )Eϕ 上连续的函数 f ,

都有 

( )
( ) ( ( )) | det ( ) |

E E
f x dx f t D t dt

ϕ
ϕ ϕ=∫ ∫ . 

 

    证明：因为 
1

1

( , , )det ( ) ( ) 0
( , , )

m

mD
t t
ϕ ϕ

ϕ τ τ
∂

= ≠
∂

L

L
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所以这行列式前 1m− 行至少有一个不等于 0 的 1m− 阶子式。我们可以给变量 
1, , mt tL 重新编号，使得det ( )Dϕ τ 的 1m− 阶主子式 

1 1

1 1

( , , ) ( ) 0
( , , )

m

mt t
ϕ ϕ

τ
−

−

∂
≠

∂
L

L
 

仿此，用数学归纳法可以证明：适当地给变量 1, , mt tL 编号，可以使得det ( )Dϕ τ

的各阶顺序主子式都不等于 0. 在下面的讨论中，假定变量 1, , mt tL 已经按照这

样的要求排列妥当。 

    我们定义m个变换（分解思想），  
1( , , ) ,

:
,k

i i m

j j

x t t i k
x t j k

ϕ
θ

⎧⎪ = ≤⎪⎨⎪ = >⎪⎩

L
 

这里 , ,1 , 2 mk = L . 

 

容易看出，det ( )kDθ τ 与det ( )Dϕ τ 的第k个顺序主子式相等，因而 

, ,det ( ) 0 , 1 , 2k mD kθ τ ≠ = L  

我们可以选取 0δ> 充分小，使得这m个变换 1 , , mθ θL 在开集 ( , )U ρ τ δ 之上都

是微分同胚（这里用到了逆映射定理）。再令 

1
1

1 1

, ,, 2kk k mk
ψ θ
ψ θ θ−

−

⎧ =⎪⎪⎨⎪ = =⎪⎩ Lo
 

    由此可知， 1 1ψ θ= 是定义在开集 ( , )U ρ τ δ 之上的简单变换， 1
1kk kψ θ θ−

−= o 是

定义在 1( ( , ))k U ρθ τ δ− 之上的简单变换，并且在 ( , )U ρ τ δ 之上有 

1 1m mϕ ψ ψ ψ−= o oLo  

 

    这样我们已将ϕ局部地分解为简单变换的复合，在此基础上逐次应用引理 6

得到 

1 1

1 1

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ( )) | det ( ) |

( ( )) | det ( ) |

m m

m

E E

E

E

m m

f x dx f x dx

f u D u du

f t D t dt

ϕ ψ ψ ψ

ψ ψ
ψ ψ

ϕ ϕ

−

−

=

=

=

=

∫ ∫

∫

∫

o oLo

oLo

LL

 

这样我们就证明了结论。  

 

    一般地，整体微分同胚是很强的条件，通常难以满足，而局部微分同胚相

对容易满足。这里我们证明了重积分变量代换公式是局部成立的，为了得到整
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体性结论，只需利用紧致性（有限覆盖）与积分的有限可加性即可，证明细节

可参考新讲第二册，这里从略。 

 

简单变换分解 1 1m mϕ ψ ψ ψ−= o oLo 示意图 

 

最后笔者说一点题外话，为什么一再强调要读一些著名定理（比如重积分

变量代换定理）。著名定理通常比较难，证明也比较长，通常考试不会考，课堂

上可能也没时间讲。但站在学习的角度看，著名定理的证明往往涉及多方面知

识的综合运用，就像本文举了一堆例子，但还是重积分变量代换定理的证明最

能体现逼近、变换与分解三大思想的巧妙融合。一般的定理或习题，很难体现

知识的交叉运用，而交叉综合运用恰恰是数学分析思想的精华所在。为什么有

些人单章刷题非常顺手，但遇到名校真题（综合题）就感到很困难，其症结也

在此。在科研中就更是如此了，局部战是少见的，打综合战和整体战确实很常

见的，而且有时候甚至事先不清楚到底哪种方法或工具能解决问题。很多导师

鼓励学生数学阅读面尽可能广泛一些，也是有良苦用心的，眼光开阔一些总是

有好处的。 
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数学分析三大基本思想之分解 

SCIbird  

 

说明：鉴于笔者时间和精力有限，文章小错误难免。因此笔者建议读者最好将文章中的结

论动手推导一遍，相信必有收获。光看不练，等于白看。 
 

本章介绍数学分析中的三大基本思想之分解。需要强调的是，逼近、变换和

分解这三大分析基本思想是统一的，在处理数学问题时常常是综合运用。 

 

    笔者将分解看作这样一种数学思想：将一个复杂的结构或问题，分解成若

干子结构，使得这些子结构尽可能简单。若按照广义理解，从一个复杂问题中

分离出主要矛盾，这也是一种分解思想。 

 

    前者的例子可以考虑幂级数分解，如考虑超越函数 
21 11

2! !
nze z z z

n
= + + + + +L L 

如此将一个复杂的超越函数 ze 分解成幂级数形式，而幂级数可以看做多项式的

推广，而我们对子结构 nz 非常熟悉（可类比整数的加减乘除运算）。实际上，幂

级数是研究超越函数的有力工具。当然我们也可以使用 Fourier 级数，或者其它

函数级数。 

 

    后者的例子可以考虑微分，考虑函数增量 ( ) ( )y f x x f xΔ = +Δ − ，数学上

证明了对可导函数，有 

( ) ( )y f x x o x′Δ = Δ + Δ  

yΔ 的线性主部记为 ( )dy f x x′= Δ （微分），dy对 yΔ 的贡献较大，属于主要矛

盾。如此，我们从一个非线性增量中，分离出线性部分，达到简化问题的目的。

这个例子很平凡，但却很实用，特别在物理分析中（如微元法）。很多宏观物理

过程在短时间内或小尺度范围内变化很小，可以近似为线性过程。 

 

    数学上已经证明了非初等函数是大多数，而研究非初等函数的常见途径有

三个，即积分法（如含参数积分）、微分方程法和级数法（特别是幂级数法）。

从实用角度看，级数法更方便，比如利用幂级数进行数值计算。 

 

    用级数研究非初等函数的著名例子是椭圆函数。当年高斯和阿贝尔提出了

研究椭圆积分的反函数，后称椭圆函数，这种函数有两个不共线的复周期 1 2,ω ω
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满足 1 2( ) ( ) ( )f z f z f zω ω+ = + = 。与历史不同，现在教材上直接定义具有不共

线的复周期 1 2,ω ω 的亚纯函数为椭圆函数。 

 

那么能不能不利用积分反演，直接构造双周期的椭圆函数。直观上不难想象，

椭圆函数的所有周期是复平面上一些格子（周期格） 

1 2Λ { | , }m n m nω ω= + ∈ Z  

其中复数 1ω 和 2ω 是实线性无关的。 

 
那么形式上，如下函数满足双周期性： 

Λ

( )z
ω

ϕ ω
∈

−∑ 或
Λ

( )z
ω

ϕ ω
∈

−∏  

这里函数ϕ待定。 

之所以强调是形式上，是因为要使得上面的函数有意义，还要考虑收敛性

问题。椭圆函数中最有名的要数魏尔斯特拉斯椭圆函数： 

2
0 Λ

2 2

1 1 1( )
( )

z
z zω ω ω≠ ∈

⎡ ⎤
⎢ ⎥℘ = + −⎢ ⎥−⎣ ⎦

∑  

据说，这种形式的构造类比了余切级数展开（欧拉等式） 

1

1 1 1cot
n

z
z z n z n

π π
∞

=

⎛ ⎞⎟⎜= + + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠+ −∑  

注：数学上可以证明非常数椭圆函数在一个周期四边形内必有奇点，且阶数至

少是二（证明见《特殊函数概论》）， ( )z℘ 的构造选择了一个二阶极点的情形（不

妨设 0z = 为二阶极点）。于是根据椭圆函周期性要求，可知z ω= 为二重极点。 

再由上面形式级数的思想，考察下列函数就自然了： 

0
2

Λ

1
( )z ω∈ −∑  

但是这个级数不收敛，所以为满足收敛性还得再减去一项 21/ω . 当 0ω= 这种情

况下， 21/ω 发散，所以应该剔除，同时把 21/ z 单独写出来。于是级数 

2
0 Λ

2 2

1 1 1( )
( )

z
z zω ω ω≠ ∈

⎡ ⎤
⎢ ⎥℘ = + −⎢ ⎥−⎣ ⎦

∑  
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是收敛的，具有二阶极点，且满足 1 2( ) ( ) ( )z z zω ω℘ + =℘ + =℘ . 

( )z℘ 的导数 ( )z′℘ 也是椭圆函数，它们之间满足上面的微分方程 
2 3

2 3( ) 4 ( ) ( )z z g z g′℘ = ℘ + ℘ +  

( )z℘ 和 ( )z′℘ 也所以非常重要，是因为它们不仅形式简单，还可以作为“基函数”，

这种基函数分解思想（当然不是线性的）可以由下述定理描述： 

设 ( )z℘ 的周期为 1 2,ω ω ，则所有以 1 2,ω ω 为双周期的椭圆函数 

1 2( ) ( ) ( )f z f z f zω ω+ = + =  

都可以表示成下列形式 

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))f z H z z Q z′= ℘ +℘ ℘  

其中， ( ) , ( )H z Q z 为有理函数，与 ( )f z 有关。 

 

    有了这个定理，研究椭圆函数的重点可以放在研究基函数 ( )z℘ 和 ( )z′℘ 上，

这是利用分解思想，缩小问题范围的经典例子。 

 

 

    分解思想在数学中非常普遍（不仅仅是数学分析），我们在证明一个复杂数

学定理时，常常分成若干引理（如前面章节多次提到的重积分变量代换定理），

这其实应用了分解思想。学会如何把一个复杂问题简化，拆成若干简单问题，

这是一门真功夫，需要能力和经验的积累。 

 

    分解思想的重要性还体现在可操作性上。数学上很多定义逻辑上很抽象，

也很完备，但单靠定义是无法操作的。比如重积分的 Riemann 和定义，如果靠

重积分的 Riemann 和定义来计算，甚至证明数学定理，恐怕举步维艰。累次积

分就应运而生 
( , ) ( , )

X Y X Y

f x y dxdy dx f x y dy
×

=∫∫ ∫ ∫  

    累次积分的妙处还在于“给无序的定义引入一种有序的计算”。在无序中引

入顺序或偏序，这种思想的妙用不仅仅在数学中存在，大家需要好好体会。本

书第三章证明重积分变量代换定理的关键地方就利用了累次积分： 
( , )

(Π) Π ( , )

Π

Π

Π

( ) ( , )

( , )( , ( , ))

( , )( , ( , ))

( ( )) | det ( ) |

m m

m
m m

m

x

x

m
m m

m

f x dx dx f x x dx

x t
dx f x x t dt

t
t t

dt f t t t dt
t

f t D t dt

ψ β

ϕ ψ α

β

α

β

α

ψ
ψ

ψ
ψ

ϕ ϕ

′

′ ′

′

′

′ ′=

′∂′ ′ ′=
∂
′∂′ ′ ′=

∂

=

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫
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广义上理解，递归关系或者递推关系 1 ( )n na f a+ = 也可以看做是一种分解，

即在同一法则 f 下形成一种逐级发展的“自相似结构”。比如我们计算积分 

2

0
sinnna x dx

π

= ∫  

时，就设法建立 na 与 2na − 的递归关系。利用分部积分 

2 2 22
00 0 0

2

0

1 1 1

2 2
2

sin sin ( cos ) cos sin cos (sin )

( 1) sin cos ( 1) ( 1)

n n n n
n

n
n n

a x dx x d x x x x d x

n x x dx n a n a

π π ππ

π

− − −

−
−

= = − =− +

= − = − − −

∫ ∫ ∫

∫
可知递推关系 

2
1

n n

n
a a

n −

−
=  

容易算出 0 1, 1
2

a a
π

= = ，于是 

( 1)!! , 2
!!

( 1)!! , 2 1
!! 2

n

n
n k

na
n

n k
n

π

⎧ −⎪⎪ =⎪⎪⎪=⎨⎪ −⎪ ⋅ = +⎪⎪⎪⎩

 

建立递归关系是一种可操作性非常强的分解思想，不论是在解题或者是科研中，

非常实用，大家应该熟练掌握。 

 

说到递归关系，有一个非常经典的例子，将逼近与递归联系到一起。这就

是求解非线性方程的经典解法---牛顿迭代法。 

 

非线性问题非常复杂，直接求解基本不可能，于是人们发展了一些实用性

较高的近似方法来求解非线性问题。如压缩映射不动点法和牛顿迭代法（又称

切线法），我们主要谈谈后者。 

 

    设函数 ( )f x 在[ , ]a b 上连续可微，并且满足 

( ) ( ) 0 , ( ) 0 , [ , ]f a f b f x x a b′< ≠ ∀ ∈  

根据函数零点定理（介值定理），可知 ( ) 0f x = 在区间 ( , )a b 内至少有一根ξ。根

据 ( ) 0f x′ ≠ 可知导数在区间内不变号（根据导数介值定理），因而是严格单调的。

所以可知ξ是惟一的。 

 

那么如何计算零点ξ？牛顿想到了一种切线方法，该方法的具有非常强的几
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何直观。切线法的思想：设曲线 ( )y f x= 在一点 0x 处的切线方程为 

0 0 0( ) ( )( )y f x f x x x′= + −  

为了近似求解方程 ( ) 0f x = ，这里用上述切线与x轴的交点近似代替零点ξ . 

    换句话说，就是用方程 

0 0 0( ) ( )( ) 0f x f x x x′+ − =  

的解近似代替方程 ( ) 0f x = 的解。 

 

牛顿迭代法示意图 

 

    上面我们用了逼近思想和变换思想，即局部上用切线近似代替曲线，用线

性变换代替非线性变换。 

    解方程 0 0 0( ) ( )( ) 0f x f x x x′+ − = ，得到 

0
1 0

0

( )
( )
f x

x x
f x

= −
′

 

以 1x 代替 0x 点，交x轴于点 2x ，于是 

1
2 1

1

( )
( )
f x

x x
f x

= −
′

 

如此反复迭代，得到一个迭代序列{ }nx （建立递归关系） 

1
1

1

( ) , 1 , 2,
( )
n

n n
n

f x
x x n

f x
−

−
−

= − =
′

L  

如果此序列存在极限 nx c→ ，对上式两边取极限，得到 

( )
( )
f c

c c
f c

= −
′

 

由此得到 ( ) 0f c = ，再由惟一性可知 cξ= . 
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    剩下的问题是如何保证此递归序列存在极限 nx c→ ，通常要加上一些附加

条件（不唯一），这方面一个比较实用的定理如下： 

 

（定理）设函数 ( )f x 在[ , ]a b 上二阶连续可微，并且满足条件 

( ) ( ) 0 , ( ) ( ) 0 , [ , ]f a f b f x f x x a b′ ′′< ≠ ∀ ∈  

如果可以选取初值 0x 满足 

0 0( ) ( ) 0f x f x′′ >  

那么由迭代序列 

1
1

1

( ) , 1 , 2,
( )
n

n n
n

f x
x x n

f x
−

−
−

= − =
′

L  

产生的数列{ }nx 单调收敛于方程 ( ) 0f x = 在区间 ( , )a b 内的惟一解ξ . 

注：上述定理的证明请参考《数学分析新讲》第二册。 

 

    利用分解思想研究复杂问题的例子，还有一种比上面分析味道更浓的例子，

就是用幂级数法解微分方程。这方面有一个很实用的定理： 

    设二阶常微分方程 
2

2 ( ) ( ) 0d y dy
p x q x y

dx dx
+ + =  

其系数函数 ( )p x 和 ( )q x 在邻域 0| |x x r− < 内是单值解析的，则在 0| |x x r− < 内

存在惟一的一个解 ( )y y x= 满足： 0 1(0) , (0)y a y a′= =  且 

0
0( ) ( )nn

n

y x a x x
∞

=

= −∑  

    作为应用，考虑下面的例子： 2 4 0 , (0) 0 , (0) 1.y xy y y y′′ ′ ′− − = = =  

在 0 0x = 点展开成幂级数，令 

0

( ) n
n

n

y x a x
∞

=

=∑  

其收敛域为 ( , )−∞ +∞ . 将幂级数解逐项求导并代回原方程，得到 

2
0 1 0

( 1)( 2) 2 4 0n n n
n n n

n n n

n n a x na x a x
∞ ∞ ∞

+
= = =

+ + − − =∑ ∑ ∑  

即 

2 0 2
1

(2 4 ) [( 2)( 1) 2( 2) ] 0n
n n

n

a a n n a n a x
∞

+
=

− + + + − + =∑  
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上面的幂级数恒等于 0，于是幂级数系数均为 0，由此得到递推关系 

2 0

2

2 4 0
( 2)( 1) 2( 2) 0n n

a a
n n a n a+

⎧ − =⎪⎪⎨⎪ + + − + =⎪⎩
 

其中 1, 2, 3,n = ⋅⋅⋅  

从而得到递推数列 2
2

1n na a
n+ =
+

, 1, 2, 3,n = ⋅⋅⋅  

显然，我们只需要求出数列 na 的通项公式即可。 

    因为 0 1(0) 0 , (0) 1y a y a′= = = = ，所以利用递推关系得到 

42 2 0na a a= =⋅⋅⋅= = , 1, 2, 3,n = ⋅⋅⋅  

于是只需要考虑 2 1na + 的通项公式。此时递推方程为 

2 1 2 1
1

n na a
n+ −=  ,  1, 2, 3,n = ⋅⋅⋅  

利用递推公式依次计算得到 

2 1 2 1

2 1 2 3

5 3

3 1

1

1
1

1
2
1
1

n n

n n

a a
n

a a
n

a a

a a

+ −

− −

=

=
−

⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅

=

=

 

以上各等式相乘，并利用 1 1a = ，得到 

2 1
1
!na n+ =  ,  0,1, 2, 3,n = ⋅⋅⋅  

将 na 通项公式代入幂级数，得到 

2
2 1 2

2 1
2 1

0 0 0 0

( )
! !

n n
n n x

n n
n n n n

x x
y a x a x x xe

n n

+∞ ∞ ∞ ∞
+

+
= = = =

= = = = =∑ ∑ ∑ ∑ , ( , )x ∈ −∞ +∞  

不难验证其满足原方程及初始条件，所以
2

( ) xy x xe= 为所求函数。 

 

    一般来说，分析给人的印象是涉及连续数学的，而级数兼具连续和离散两

种特征，上面的例子就是把一个连续问题，抓化为离散问题。反过来也可以用

连续数学的方法求解离散数学问题，代表方法是组合数学中的“母函数法”（也

称为生成函数法）。 
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其想法是，对于一个数列 0 1 2, , ,a a a L，构造一个形式幂级数 
2

0 1 2( )S x a a x a x= + + +L  

数列 0 1 2, , ,a a a L之间通常满足某些关系（如递推关系），以此建立 ( )S x 的关系

式，然后再做泰勒级数展开，其系数就是 na . 

    还是用例子来说明：考虑传说中的斐波那契数列 

1,1 , 2 , 3 , 5 , 8 L，  

写成递推公式： 0 1 2 11 , n n na a a a a+ += = = + . 这问题标准的解法是特征方程，不

过借助分析方法更具特色。 

设 2
0 1 2( )S x a a x a x= + + +L，再利用 0 1 2 11 , n n na a a a a+ += = = + 可以建立

级数之间的等式 2(1 ) ( ) 1x x S x− − = （建议读者动手算一算），于是 

2

1( )
1

S x
x x

=
− −

 

把上面的有理函数展开成泰勒级数，求出其系数 
1 1

1 1 5 1 5 , 0 ,1 , 2 ,
2 25

n n

na n
+ +⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎪ ⎪⎟ ⎟⎜ ⎜⎪ ⎪⎟ ⎟= − =⎜ ⎜⎨ ⎬⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎪ ⎪⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

L  

这就是斐波那契额通项公式。想进一步了解母函数方法的读者可参考组合数学

方面的教材。 

 

    除了幂级数之外，Fourier 级数分解也能解决一些棘手的问题。设 ( )f x 是

[ , ]π π− 上的连续可微函数，满足 ( ) ( )f fπ π= − . 如果 

( ) 0f x dx
π

π−
=∫  

证明不等式 
2 2( ) [ ( )]f x dx f x dx

π π

π π− −
′≤∫ ∫  

等号成立当且仅当 ( ) sin cosf x a x b x= + . 

证明方法是先将 ( )f x 进行周期延拓，再考虑 Fourier 级数分解 

1

0( ) cos sin
2 n

n n

a
f x a nx b nx

∞

=

= + +∑  

根据题意，可知 0 0a = . 导函数 ( )f x′ 的 Fourier 级数为 

1

( ) ~ cos sin
n

n nf x nb nx na nx
∞

=

′ −∑  

由帕塞瓦尔等式，可知 

2 2 2 22 2 2 2

1 1

( ) ( ) ( ) [ ( )]n n n n
n n

f x dx a b n a n b f x dx
π π

π π
π π

∞ ∞

− −
= =

′= + ≤ + =∑ ∑∫ ∫  
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等号成立当且仅当 2n ≥ 时， 0n na b= = , 即 ( ) sin cosf x a x b x= + . 这个不等式

叫做 Wirtinger 不等式。 

 

 

最后再次说说《数学分析新讲》第二册给出的重积分变量代换公式 

( )
( ) ( ( )) | det ( ) |

E E
f x dx f t D t dt

ϕ
ϕ ϕ=∫ ∫  

的证明。之所以反复说，是因为这个例子太经典了！我们知道，大多数坐标变

换ϕ都是非线性的，新讲中的处理方法是考虑“简单变换” ： 

1

,
( , , )

i i

h h m

x t i h
x t tϕ

⎧⎪ = ≠⎪⎨⎪ =⎪⎩ L
 

换句话说，简单变换是这样一种连续可微映射 

:Ω mϕ → R  

它（至多）只改变 1( , , ) Ωmt t t= ∈L 的一个坐标。 

 

    简单变换至少比一般的变换ϕ要简单。再考虑下面的变换m个变换（分解

思想），  
1( , , ) ,

:
,k

i i m

j j

x t t i k
x t j k

ϕ
θ

⎧⎪ = ≤⎪⎨⎪ = >⎪⎩

L
 

这里 , ,1 , 2 mk = L . 使得这m个变换 1 , , mθ θL 在小的开集 ( , )U ρ τ δ 之上都是

微分同胚（这里用到了逆映射定理）。再令 

1
1

1 1

, ,, 2kk k mk
ψ θ
ψ θ θ−

−

⎧ =⎪⎪⎨⎪ = =⎪⎩ Lo
 

由此可知， 1 1ψ θ= 是定义在开集 ( , )U ρ τ δ 之上的简单变换， 1
1kk kψ θ θ−

−= o 是定

义在 1( ( , ))k U ρθ τ δ− 之上的简单变换，并且在 ( , )U ρ τ δ 之上有 

1 1m mϕ ψ ψ ψ−= o oLo  

这种分解可以类比线性代数中，将一个非奇异方阵表示成若干初等矩阵的乘

积思想。都是将一个复杂对象，分解成若干简单对象的复合，这也是人类认识

世界的一种自然方法。 

 

 

评注：微分、积分和级数三大领域是数学分析的基石，逼近和变换这两章的大

部分内容都涉及微分和积分，为了不厚此薄彼，本章大部分内容与级数有关。

级数是一门强大的数学工具，不论是牛顿、高斯、雅可比、魏尔斯特拉斯，还
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是庞加莱，都是运用级数的大师。级数理论的综合运用是“分解”思想的最佳

例子，同时最好结合一些线性代数的分解思想。 

 

说到分解思想，笔者想起了高中时一件小事。那时笔者已经初步掌握了单元

微分法和积分法，偶然在一篇文章中看到“矢量也可以积分”的内容，感到无

比诧异。习惯了代数思维的自己，很难想象矢量如何积分。后来，隔了一年多

才想明白，其实也简单。矢量可以投影到三维坐标轴上，得到三个分量。然后

用矢量分量的坐标表示，从而将一个矢量积分转化为三个代数积分。多年后回

想这件事情仍然很有意思，困惑不在于技术上，而在于理念或想法的转变上。

这个例子本质上是将“几何思维转化为代数思维”，这种转化远不像字面上那样

容易。 
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抓住问题的核心 

SCIbird  

 

说明：鉴于笔者时间和精力有限，文章小错误难免。因此笔者建议读者最好将文章中的结

论动手推导一遍，相信必有收获。光看不练，等于白看。 

 

原本打算以“抓住问题的本质”为标题的，但再三斟酌之后觉得不妥，还

是换成“抓住问题的核心”这个标题吧。比如，虽然可以用非常漂亮的分析方

法来证明布劳威尔不动点定理，但是要想讨论不动点定理的本质，肯定要将讨

论框架扩展到拓扑领域。尽管如此，这个漂亮分析证明仍然值得推荐！ 

布劳威尔不动点定理： 

设 nD 是n维单位闭球， : n nf D D→ 是连续映射，则存在 0
nx D∈ ，满足

0 0( )f x x= . 

在布劳威尔不动点定理的条件中，单位闭球 nD 的凸性非常重要。比如把 nD

换成单位球面 nS ，则结论不再成立。反例是映射 ( )f x x=− , 显然映射

: n nf S S→ 是连续映射，但没有不动点。 

《数学分析新讲》第三册给出了布劳威尔不动点定理的解析证明。证明的

核心思想在于下面这张图 

 
    如果布劳威尔不动点定理不成立，那么可以做出一个映射 1: n ng D S −→ 满

足 1( ) , ng x x x S −= ∈ . 这样的连续映射g称为收缩映射， 1nS − 称为 nD 的收缩核。

然后证明这样的收缩核实际上不存在，从而不动点定理为真。 

 

    为利用分析工具，先假设 f 为光滑映射。反证假设 f 没有不动点，于是构造

出光滑的收缩映射 1: n ng D S −→ . 接着利用外微分中的 Stokes 公式证明这个光
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滑收缩映射g是不存在的。证明方法是计算两次思想，即对同一个对象用两种不

同的方法计算，结果应该是一样的。否则，即产生矛盾。 

设 1 2( , , , )ng g g g= L ，构造微分形式 1 2 ng dg dgω ∧ ∧= L .  

一方面， 1( ) n ng x x S D−= ∈ =∂ , 所以 1|| ( ) || 1 , ng x x S −= ∀ ∈ ，从而 

1 2

1

1
1

( )

( , , ) 0
( , , )

n n n

n

n
D D D

n
n

D
n

d d g dg dg

g g
dx dx

x x

ω ω
∂

∧ ∧

∧ ∧

= =

∂
= =

∂

∫ ∫ ∫

∫

L

L
L

L

 

另一方面，由 1( ) , ng x x x S −= ∈ ，直接代入，得到 

1 vol( ) 0
n n n n
D D D

nd dx dx Dω ω
∂

∧ ∧= = = >∫ ∫ ∫ L  

这就证明了不存在光滑的收缩映射 1: n ng D S −→ . 

 

    于是证明了当 f 是光滑映射时，存在不动点。对于连续映射，可以选择一个

光滑映射序列来一致逼近。假设连续映射 : n nf D D→ 没有不动点。 

因为单位闭球是有界闭集（紧致性），所以连续函数 || ( ) ||f x x− 在 nD 上一定

取得正的最小值 min || ( ) || 0f x xμ= − > . 取定 0ε> 满足 

0 3 min || ( ) ||f x xε μ< < = −  

根据魏尔斯特拉斯逼近定理，存在多项式向量函数 ( )p x , 使得 

|| ( ) ( ) ||f x p x ε− <  

不过对于 nx D∈ 可能有 ( ) np x D∉ （映射到单位闭球外面）。但可以判定 

|| ( ) || || ( ) ( ) || || ( ) || 1p x p x f x f x ε≤ − + < +  

于是令 

1( ) ( )
1

h x p x
ε

=
+

 

则得到光滑映射 : n nh D D→ .  

    再次利用含绝对值不等式，得到 

1 1|| ( ) ( ) || || ( ) ( ) || || ( ) ( ) ( ) ||
1 1
1 2|| ( ) ( ) || || ( ) || 2

1 1 1

h x f x p x f x p x f x f x

p x f x f x

ε
ε ε

ε ε
ε

ε ε ε

− = − = − −
+ +

≤ − + < <
+ + +

 

由此得到估计 

|| ( ) || || ( ) || || ( ) ( ) || 3 2 0h x x x f x h x f x ε ε ε− ≥ − − − ≥ − = >  

但是根据前面的结论，光滑映射h具有不动点 ( )h x x= ，矛盾！定理成立。 
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注：《新讲》的证明是非常严格的，必须证明利用射线做出的映射 1: n ng D S −→

确实是光滑映射。证明请看《新讲》原文。 

 

根据经验，数学分析中很多结论往往要在后续高级课程（如复变和实变）中

才能看得清问题关键所在。比如 Riemann 积分中的控制收敛定理（也称阿尔泽

拉定理） 

设闭区间[ , ]a b 上的 R 可积函数序列{ ( )}nf x 点点收敛于某个 R 可积函数

( )f x ，即 ( ) ( )nf x f x→ 。如果函数序列 ( )nf x 在[ , ]a b 上一致有界，即存在 0M > , 

使得 

| ( ) | , , [ , ]nf x M n x a b≤ ∀ ∈∀  

恒成立。则有积分关系（积分运算与极限运算可交换） 

lim ( ) ( )
b b

n a
n

a
f x dx f x dx

→∞
=∫ ∫  （即 lim lim

b b

n na a→∞ →∞
=∫ ∫o o ） 

根据数学大师 Lebesgue 的工作，这一定理可以推广到 L 积分中去，一般称

为 Lebesgue 控制收敛定理，是实变函数课程中最基本的定理了。 

（Lebesgue）设有限可测集E上的可测函数序列 ( )nf x 满足 

| ( ) | , ,nf x M x E n≤ ∀ ∈ ∀ ∈ N  

其中 0M > 为常数。如果 lim ( ) ( )nf x f x= 几乎处处成立，那么 ( )f x 也是 L 可积

的，且可以在积分号下求极限： 

lim ( ) ( )nn E E
f x dx f x dx

→∞
=∫ ∫  

 

    因为可测函数的极限仍然可测，所以不必像阿尔泽拉定理那样额外要求极

限函数是可积的。控制收敛定理的关键在于“有限可测集E”的结构和性态特

征，这在数学分析课程中，我们难以发现。但是，在实变函数课程中有如下深

刻的叶果洛夫定理： 

设可测集E满足 ( )m E <∞，可测函数序列 nf 在E上几乎处处收敛于一个

有限的可测函数 f ，则 0δ∀ > ，存在子集E Eδ ⊂ 满足 ( )m Eδ δ< ，且函数序列 nf

在集合E Eδ− 上一致收敛于可测函数 f . 

 

这个点集定理深刻揭示了“点点收敛与一致收敛相差不多”的特征。站在

这个角度看控制收敛定理就自然了。 

我们可选取选取可测集A E⊂ 使得 ( )m E A− 充分小，且 ( )nf x 在A上是一

致收敛的。于是 
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( ) ( ) | ( ) ( ) | ,

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |

| ( ) ( ) | 2

n n

n

E E E

A E A

A
n

E A

n

f x dx f x dx f x f x dx

f x f x dx f x f x dx

f x f x dx M dx ε

−

−

− ≤ −

≤ − + −

≤ − + <

∫ ∫ ∫

∫ ∫
∫ ∫

 

这里不等式右边第一项利用了一致收敛性，第二项利用了测度 ( )m E A− 可以任

意小，从而得到了放缩关系。上面的放缩过程可以严格写成ε δ− 语言，于是证

明了控制收敛定理。 

 

    现在各行各业，很多人都爱谈抓住问题的本质（笔者也如此），但细细琢磨，

发现其实说的是抓住问题的关键地方、核心或主要矛盾。问题的本质岂是那么

容易发现的？除非本质这个词被滥用了。不过入乡随俗，大家都这么说，自己

也把本质概念作广义理解，本文也如此。 

 

    问题的核心常常体现在内在联系方面。笔者曾经写过《类比是一种重要的

数学思维》一文，里面讲述了自己关于类比方法的一些经验。其实，深入挖掘

类比的对象某些性质相近，并不是巧合。在某些情况下，两个对象重合了，或

者其中一个变成另一个的特殊情况。举一个亲身思考的例子： 

 

    笔者是工科出身，因而先接触到罗比达法则，后自学《新讲》接触到 Stolz

定理。发现两者很有意思，一个是关于连续的，一个是关于离散的，形式上也

挺像。以 0
0 型极限问题为例，罗比达法则不难理解，因为有柯西中值定理。以此

为桥梁，很容易过渡到导数之比上（假定导数之比的极限存在） 

( ) ( )lim lim
( ) ( )x a x a

f x f x
A

g x g x→ + → +

′
= =

′
 

Stolz 定理的问题提法很自然，但加上什么条件才行，不太容易想到。笔者

后来换了一种思路，还是从罗比达法则出发，站在探索者的角度，能不能猜出

一个离散版本的罗比达法则。 

    首选在 ( , )a b 中选择一个严格单调递减的数列{ }nt ，满足 nt a→ . 容易想到

等式左边为 

( )( )lim lim
( ) ( )x a n

n

n

f tf x
g x g t→ + →∞

=  

但是等式右边的导数极限如何替换？笔者后来想到了用差商代替导数，本质上

还是柯西中值定理 
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1

1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
n n n

n n n

f t f t f
g t g t g

ξ
ξ

+

+

′−
=

′−
 

再由 lim limn nt aξ= = ，可知 

1

1

( ) ( )
lim

( ) ( )
n n

n
n

n

f t f t
A

g t g t
+

∞
+

→

−
=

−
 

所以，得到了一个离散版本的罗比达法则 

1

1

( ) ( )( )lim lim
( ) ( ) ( )

n nn

n
n n

n n

f t f tf t
A

g t g t g t→∞ →∞

+

+

−
= =

−
 

设 ( ) , ( )n n n nb f t a g t= = ，作为推广，猜想下面形式是一种自然思路 

1

1

lim lim nn

n n
n

n
n

nb bb
A

a a a→∞ →∞

+

+

−
= =

−
 

注意，作为猜想，上面的形式只针对数列，不要求一定存在相应的可导函数 ,f g

满足 ( ) , ( )n n n nb f t a g t= = . 

    那么除了 lim lim 0n nb a= = 这个条件外，还需要额外条件吗？注意到罗比达

法则要求分母 ( )g x 满足： ( ) 0 , ( , )g x x a b′ ≠ ∀ ∈ . 由导数介值定理可知，或者

( ) 0g x′ > 恒成立，或者 ( ) 0g x′ < 恒成立。总之 ( )g x 是严格单调函数。于是猜想

中 ( )n na g t= 必须是严格单调数列。 

 

    综上，猜出了 Stolz 定理：设数列{ } ,{ }n na b 满足 lim lim 0n nb a= = 且{ }na 是

严格单调递减的，若存在极限 

1

1

lim n n

n n
n

b b
A

a a
+

→∞
+

−
=

−
 

则有 

1

1

lim lim nn

n n
n

n
n

nb bb
A

a a a→∞ →∞

+

+

−
= =

−
 

这里{ }na 是严格单调递增的也可以，此时考虑 na− 即可。 

 

Stolz 定理的证明可在任何一本数学分析教材中找到，证明就不细说了。定

理的证明与罗比达法则毫无关系，这里主要揭示了两者的相似性不是偶然的，

是有内在联系的。两个不同事物的内在联系往往就是问题的核心所在，这种事

在数学里非常多。这给我们的启示是：看问题不要孤立，要多注意内在联系。 
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当然，单独拿出 Stolz 定理，笔者觉得核心是分母 na 的单调性，这个性质在

证明中起到关键作用，大家要多体会。 

 

笔者在高中时代做文科和理科试题（特别是选择题）时有一个习惯，即读

题后，在试卷上用笔圈出“关键字”。特别是文科试题，一段话 100 多个字，真

正有助于解题（或提示）的可能就三个词，而正确选项往往与这三个词相对应。

这种圈定“关键字”方法使得自己那时的客观题准确率非常高。当初是为了应

试才发现这个方法，后来在读书时也效仿这个方法，找出一篇文章最核心，或

者最精华的观点。 

 

上面这个方法在数学中也有用。什么叫做数学能力？不好定义，但有一个

标准：假定一个数学定理的证明有 20 行，你若能找到证明中最关键的 3 行，这

就是一种数学能力。为什么高手之间讨论常常话不多，但帮助非常大，就是能

直击问题的核心。 

 

    初学数分的人必须严格套用ε δ− 语言的格式很长时间，但对高手来说，还

纠缠于ε δ− 语言的话，那就什么也不用干了。这就好比一个人学写律诗，初学

必须严格按照律诗格式，一丝不苟地套用，甚至有些机械。但到了一定境界后，

自由发挥的空间就大了，甚至挥洒自如。新手喜欢全面与具体，高手喜欢简洁

与核心，这是不同的思维层次造成的结果。每一个学数学的人，最终都要走到

抓问题核心的道路上来（特别是当导师的）。 

 

 

    最后，我们再来谈谈一个难一点的例子，它是关于形式微分算子法的。 

考虑常微分方程： ( ), (0) 0y f x y′ = = . 直接利用牛顿莱布尼茨积分公式，得 

0
( ) ( )

x
y x f t dt= ∫  

英国工程师海维塞德思考上述方法后，提出了一个形式微分算子法，定义算子 
d

D
dx

= ， 则微分方程可写成 ( )Dy f x= ，于是移项得：
1 ( )y f x
D

=  

对比上面的积分过程可知
0

1 x

D
= ∫ （积分算子），以及

0 02

1 1 1 x x

D D D
= = ∫ ∫ 等。 

 
海维塞德将这个思想应用到一般的常系数微分方程中去，考虑方程 

( 1)( ) ( ), (0) '(0) "(0) (0) 0nP yD y f x y y y −= = = = = =L  

这里 ( )P x 是一个n次多项式。于是得到形式解 
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1 ( )
( )

y f x
P D

=  

海维塞德认为如果1 ( )P D/ 能展开成关于1 D/ 的幂级数，即 

1

1
( )

k

k
k

a
P D D

∞

=

=∑  

则原方程的解即为 

1

1 1( ) ( )
( ) k

k ky f x a f x
P D D

∞

=

⎛ ⎞⎟⎜= = ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∑  

 

以一个具体的例子来说明上述方法可能更容易些。 

考虑微分方程： ' 1, (0) 0y y y− = = ，写成算子形式 ( 1) 1D y− = ，这里约定

数字 1 为恒等算子。则按上面的形式算子方法得到形式解（等比级数展开） 

1 2

1 1 1 1 1 11 1 1
1 1 D

y
D D D D D

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜⎟= ⋅ = ⎜ = + + + ⋅⎟⎜⎟⎜ ⎟⎜⎟⎟ ⎝ ⎠⎜− −⎝ ⎠
L  

根据定义有 

0

1 1 1
x
dt x

D
⋅ = =∫ ，

0

2

2

1 1 11 ( 1)
2

x x
tdt

D D D
⋅ = ⋅ = =∫ ，…，

1 1
!n

nx
D n

⋅ =  

所以 
2

0

1 1( ) 1 1
2

x x
x
tx

y x x e e dt e
D D

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= + + + = = = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ ∫L  

代回原微分方程验证，它确实是一个解。 

 

受过严格数学训练的人难以接受这种魔术般的形式方法，但工程师不受此约

束，只要这个方法的结果是对的即可，至于数学上的严格性不在考虑范围之内。

此所谓“实用即是合理”原则。 

 

实际上对于某些问题，这种形式微分算子方法确实比传统方法效率高。当然，

本文的关键问题不是方法简洁与否，而是如此奇怪的形式算子方法为什么是对

的，是巧合吗？许多数学家不相信有那么多巧合，其背后必定有深刻的数学逻

辑。如果不是巧合，那么很可能打开一片新的天地。 

 

历史确实如此，人们经过深入研究发现，上面的形式算子解法本质是一种积

分变换，称为 Laplace-变换（一般在数学物理方法课程中讲授）。 
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L-变换一般定义为： 

0
[ ( )] ( ) ( )ptL f t f t e dt F p

+∞
−= =∫  

这属于含参数积分问题，为了保证被积函数的收敛性需要对 ( )f t 和正数p

（实际可以取复数）附加一些控制条件，实际应用中基本能满足。这里避开一

些琐碎数学细节而直奔问题核心。 

考虑微分方程： 
( 1)( ) ( ), (0) '(0) "(0) (0) 0nP yD y f x y y y −= = = = = =L  

则根据 L-变换性质，有 

[ ( )] ( ), [ ( )] ( ), [ ( )] ( )m mL y x Y p L y x p Y p L f x F p= = =  

对原方程两边做 L-变换得到： ( ) ( ) ( )P pY p F p= ---把微分方程变换成代数方程 

（对比下即知道 ( )P p 相当于形式微分算子里的 ( )P D ，这说明海维塞德的形式

微分算子方法本质是 L-变换）。 

为对比海维塞德的方法，默认可展开成幂级数 

    求解代数方程得到：
1 1

1 1( ) ( ) ( ) ( )
( )

k

k
kk

k
k

a
Y p F p F p a F p

P p p p

∞ ∞

= =

⎛ ⎞⎟⎜= = = ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∑ ∑  

L -变换存在逆变换 1L− ， 1L− 也是线性变换。则依照定义 

1 1

1

1

1

1 1( ) [ ( )] ( ) [ ( )]k
k

kk k
k

y x L Y p L a F p a L F p
p p

∞
−

∞
−

=

−

=

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥= = =⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎢ ⎥⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑  

根据 L-变换的定义，直接验证不难得到 

0

1[ ( ) ] ( )
x

L f t dt F p
p

=∫  

反复应用上述结论，得k重积分对应的 L-变换为
1 ( )k F pp

，于是求逆变换得到 

0 0

1 1[ ( )] ( )
x

k

x
L F p dt f t dt
p

− = ∫ ∫L  

这正是海维塞德的形式微分算子法 

1

0 0

1 1( ) [ ( )] ( )
x x

k kf x L F p dt f t dt
D p

−= = ∫ ∫L  

注意到 L-变换的每一个数学性质是有严格的数学证明的，而不再是一种形

式方法。这就揭示了形式微分算子的数学核心或本质是 Laplace 变换。 

     

求逆变换 1L− 有一般的数学公式，不过要涉及复平面上的积分。比较实用的
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方法是对常见的函数建立 L-变换表，应用时再查表（像求积分中原函数），这很

像建立原函数表方法（本质上导数表）。 

 

 

    抓问题的核心能力需要多阅读、多思考、多积累，养成一种数学思考习惯，

慢慢的就能提高了。所谓核心，也不一定非得是文字或者数学公式。有时候一

张图，或者一张带箭头的图表，也能表明问题核心，要活学活用！ 
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数学的联系与统一性 

 

    因为已经贴出了 12 篇文章，讲述自己学习数学分析的经验，例子也足够多

了。所以本文将重点放在整体思维框架上，不做技术性细节展开。具体细节可

见之前的 12 篇文章或相关教材。 

 

本文是自己多年学习数学的经验总结，介绍的思维模块不仅仅适用于数学

分析，相信同样适用于几何与代数领域。在数学领域，内容可能不同，但思想

大多是一致的。当然，既然是笔者的学习经验，肯定主观色彩较多，而且世上

没有万能的方法，任何一种方法都有其局限性和适用范围。所以对本书提及的

观点和方法也要辩证的看，取其精华。 

 

首先要端正态度，对于一个定理或一个问题，我们不应该用做考试题的应试

态度来对待，而应该用研究数学问题的态度来对待，尽量挖掘出新的东西，而

不局限于问题中的结论本身。 

 

笔者看到一个数学定理或问题，会下意识的提出三个问题： 

1. 定理证明本身是构造性的，还是存在性的，证明关键地方是什么？ 

    2. 定理的应用是什么，有没有几何直观或熟悉的例子可解释或验证？ 

    3. 定理能否推广（一般化）？或者一般情况用反例否定掉。 

 

比如连续函数介值定理，如果使用闭区间套方法证明，则属于构造性证明；

如果使用上确界方法证明，则属于存在性证明。构造性方法更适合于应用问题，

现实问题更重视可操作性。存在性证明通常可以避开某些技术性困难，而且结

论往往更有普遍性。难说哪个方法更好，两者各有特色，需要依具体问题而定。

比如，你需要解决某个实际应用问题，肯定希望用构造性方法。 

 

    把握证明的关键或本质非常重要，可以加深对数学问题的理解。比如 
1sin( )1 2cos cos 2 cos 12 2sin

2

n x
x x nx

x

+
+ + + + =L  

这个等式称为狄利克雷核（函数），在研究 Fourier 级数收敛性时要用到，证明

也不难。粗看起来三角函数能求和还是很吃惊的，但如果考虑欧拉公式 

cos sininxe nx i nx= +  
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再令 ixq e= ，由此发现上述三角函数求和本质是等比数列求和，于是豁然开朗。 

 

有些人学习数学，只重视抽象的结论，不太重视例子，更别提应用了，这

不是一个好习惯。有一个故事是关于代数几何大牛 Deligne 的，据说常常当人家

兴致勃勃写了一黑板的高深发现时，Deligne 不慌不忙地站起来说：“讲得很精彩，

不过您的结论是错的！”弄了几次大家不禁觉得 Deligne 实在是神仙下凡，毕竟

他再怎么强也不能刚刚接触人家的理论半个小时就比人家钻研了好几年还要更

明白啊。Deligne 后来透露了自己的秘密，他在听人家讲座时脑子里面准备好几

个例子，看到定理推论等等都先用例子验证一番，有时候还真能发现问题。 

 

    Deligne 这个案例说明了多考虑例子的重要性，同时也能培养自己的数学直

觉。就数学分析来说，导数可以看做的函数切线的斜率或者求速度，积分可以

看做求面积。牛顿-莱布尼茨公式可以看做是距离-速度关系式等等。 

2

1
2 1( ) ( ) ( ) ( )i i

t

ti

S t S t v t t v t dt− ≈ Δ →∑ ∫  

不难理解 ( ) ( )S t v t′ = 关系，即 

0

( ) ( )( ) : lim ( )
t

S t t S t
v t S t

tΔ →

+Δ − ′= =
Δ

 

 

    有人觉得这些例子太俗了，层次太低。其实，了解一点数学史就知道，微

积分的起源就是这些例子。大牛也是从菜鸟慢慢成长起来的。 

 

几何直观，也是笔者注重推荐的。比如理解函数乘积的微分公式 

( )d uv udv vdu= +  

可以抽象出下面的面积关系，一目了然： 

 

据科学调查，人们对几何图形的印象，要强于对公式和文字的印象。对于分析

爱好者来说，几何直观也可以活跃思维，避免陷入ε δ− 的泥潭当中。 
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    上面的 1 和 2 属于数学中的联系性，而 3 属于统一性。以 Riemann-Lebesgue

引理为例： 

lim ( )sin lim ( )cos 0
b b

a a
f x x dx f x x dx

λ λ
λ λ

→∞ →∞
= =∫ ∫  

在考察了教材中的证明后，发现证明中没有用到 sinx的可导性质（甚至连续性），

这时候可猜想对于一般的 Riemann 可积周期函数 ( ) ( )g x T g x+ = ，是否有类似

的结论呢？答案是肯定的： 

广义 Riemann-Lebesgue 引理 

0

1lim ( ) ( ) ( ) ( )
b T b

a a
f x g x dx g x dx f x dx

Tλ
λ

→∞
=∫ ∫ ∫  

其中，函数 ( )f x 在[ , ]a b 上 Riemann 可积。 

    这个例子就是将结论一般化的代表。类似的推广还有将结论从低维推广到

高维情形，如重积分变量代换公式 

( )
( ) ( ( )) | det ( ) |

E E
f x dx f t D t dt

ϕ
ϕ ϕ=∫ ∫  

 

    不过，一般化的推广并不总是正确的，比如 

2

1 arcsin
1

dx x C
x

= +
−

∫  

是一个初等积分，但是如果把 2x 替换成 4x 后，则 

4

1
1

dx
x

=
−

∫  非初等函数 

第二个积分就不是初等积分了，称为椭圆积分。实际上将 2x 换成 , 3nx n ≥ ，不

定积分都不是初等函数，这种一般化推广行不通。 

 

    低维情况不能推广到高维情况的例子中，有一个著名代表来自复变函数。

我们知道若Ω是复平面C中的区域， Ωa ∈ −C ，则存在Ω上的解析函数 f ，不

能解析延拓到a点，比如 
1( )f z
z a

=
−

 

这个结论看起来很自然。但是对高维 nC ( 2n ≥ )中的情形，这个结论并不成立。

实际上根据 Hartogs 定理，若Ω n⊂C 为区域，K是Ω中的紧致子集（有界闭集），

且Ω K− 是连通的。任取Ω K− 上的解析函数 f ，则存在一个Ω上的解析函数

F，使得F在Ω K− 上等于 f .  
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    这个例子说明了多复变函数理论与单复变函数理论有很大的不同，不能简

单的类比推广。正是这些不同，使得多复变函数方面的研究非常活跃。 

 

 

上面举了好几个例子。当然，并不是所有数学定理都能同时满足以上 1、2、

3 这三点，但在很多情况下还是可以满足的。若能带着这三个问题思考数学定理，

学同样的定理，但你的思维层次就加深了。传统的数学分析以为使用的数学工

具有限，得到的深刻结论较少，但若将实变函数和复变函数的一些基本工具引

入后，必将大大提升认识层次。实际中，可能因为自身能力有限，问题难度可

能超出自己的能力圈了，比如对某个定理的特例（如 2n = 的情况），我们可以

证明。但对一般的情况n，可能原来的方法就不行了。对这一点不用气馁，我

们可以请教牛人，或者多看看其它书。 

 

笔者曾经被一些牛人指点过，受益匪浅。但是，绝大多数时候还是得靠自

己思考，你不可能靠复制别人的路线而成功，关键还是要有自己的想法。对于

上面提到的三个问题，笔者的经验之一是多读书，多读文章，同时注意搜集和

分析不同的证明，很多时候对比不同的证明，你往往会有新的感悟（相对于只

看一个证明来说）。 

 

    上面总结的 1、2、3 思考只是投石问路，数学的联系和统一性肯定不只这

三点。就联系方面，一个自然的思路是考虑逆命题是否成立，比如连续函数介

值定理。我们可以提问，如果函数不连续，介值定理是否成立？其实，后面学

到导数介值定理就知道，介值性不是连续函数特有的。 

 

    类似的的道理，我们研究完一种运算后，自然应该看看其逆运算。比如研

究完微分运算后，可以考虑其逆运算，在某些情况下（如连续函数），发现了微

积分基本定理， 

( ) ( ) ( )
b

a
f x dx f b f a′ = −∫  

从而揭示了微分与积分之间的互逆运算关系。 

    注意，这种互逆运算关系不是没条件的成立。由导数介值定理可知被积函

数 ( )f x′ 不能有第一类间断点，这是必要条件。 

 

    互逆运算的类比拓展是考虑两种运算的可交换性，这是非常重要的思路。

比如，数学分析中很重要的积分号下求极限问题，通常不能交换 
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lim lim
b b

a a
≠∫ ∫o o  

由此引出了控制收敛定理。实际应用中常见的积分号下求导运算就属于这类问

题。其实我们在线性代数中已经接触到了非交换问题，如矩阵乘法（通常） 

AB BA≠  

物理学中著名的海森堡测不准原理，其数学本质就是算子的非交换性。 

 

    在数学分析中，联系的普遍性还体现在很多定理具有“对偶”特点，特别

体现为“连续”VS“离散”，比如 

( ) ( )lim lim
( ) ( )x a x a

f x f x
A

g x g x→ + → +

′
= =

′
  VS  1

1

lim lim nn

n n
n

n
n

nb bb
A

a a a→∞ →∞

+

+

−
= =

−
 

罗比达法则 VS Stolz 定理 

 
ˆ( ) ( ) i tf f t e dtωω

∞
−

−∞
= ∫   &  1 ˆ( ) ( )

2
i tf t f e dωω ω

π

∞

−∞
= ∫  

VS 

1

0( ) cos sin
2 n

n n

a
f x a nx b nx

∞

=

= + +∑  

Fourier 变换与逆变换 VS Fourier 级数 

这两个例子不但形式上特别像，同时也有内在联系，具体讨论见笔者以前的

文章。 

 

 

    数学分析中的统一性也很明显，如微分学方面如柯西中值定理 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
f b f a f
g b g a g

ξ
ξ

′−
=

′−
 

该定理将拉格朗日中值定理与罗尔中值定理统一起来。 

 

    积分学方面的代表，则是 Stokes 公式 

M M
dω ω

∂
=∫ ∫  

借助外微分工具，Stokes 公式将牛顿-莱布尼茨公式、格林公式和高斯公式统一

起来。 

( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a= −∫  
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D
D

Q P
dxdy Pdx Qdy

x y ∂

⎛ ⎞∂ ∂ ⎟⎜ − = +⎟⎜ ⎟⎟⎜ ∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫  

Ω Ω

P Q R
dxdydz Pdydz Qdzdx Rdxdy

x y z
∂

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ⎟⎜ + + = + +⎟⎜ ⎟⎟⎜ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫∫∫ ∫∫  

 

级数方面也可以进行统一，我们在数学分析中学到了泰勒级数 

0
0( ) ( )nn

n

f z a z z
∞

=

= −∑  

这实际上只是复变函数中洛朗级数的特例 

0( ) ( )nnF z c z z
∞

−∞

= −∑  

从统一性角度进行思考，不免要进行抽象，使用的数学工具也越来越深。

但所得结果也更深刻了（比如 Riemann 积分仅仅是一种特殊的线性泛函）。因此

若想使得自身数学分析水平有质的飞跃，最终必须要跳出数学分析这个框架，

向实变函数、复变函数和泛函分析等领域进军。 

 

 

评注：跨数学分支联系和统一性是 20 世纪数学的特征，这方面最杰出代表是著

名的 Atiyah-Singer 指标定理，这里简单科普一下。 

 

考虑线性算子 →:D V W ，其中 ,V W 是线性空间。指标定理源于研究方

程Df g= ，其中 ∈g W 给定，而 ∈f V 未知。记核空间 

0∈ker { | }D f V Df= = ， 

相应的余核空间（商空间）记为 

cokerD W DV= /  

如果dim kerD和dim cokerD均是有限的，定义其维数差 

−Ind( ) dimker dimcokerD D D=  

为D -指标。 

 

    考虑椭圆微分方程Df g= （此时D称为椭圆微分算子，是一类特殊的线性

算子），数学上证明了对椭圆微分算子来说， dim kerD和 dim cokerD均是有限

维的。此时 

−Ind( ) dimker dimcokerD D D=  
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称为解析指标。 

注：核空间和余核空间是研究解的椭圆方程惟一性和存在性的重要路径。 

 

    椭圆微分算子D可以推广到更一般的空间上，如紧致、可定向、光滑流形M

上，在流形上考虑数学问题也是现代数学的一大特色。前苏联大数学家盖尔芳

德发现椭圆微分算子D的解析指标是同伦不变的，于是他猜想解析指标 Ind( )D

应该是一个拓扑不变量，但他不知道是哪些拓扑不变量，因而没能证明。简而

言之，指标定理问题可以概括为（盖尔芳德猜想）： 

如何用流形M 本身的拓扑不变量表示解析指标 Ind( )D ？ 

 

经过数学家 Atiyah 和 Singer 经过努力证明了下面： 

 

Atiyah-Singer 指标定理（紧支上同调形式）： 

σ− ⋅ ⊗∫dimker dimcoker Ch[ ( )] Td( C)
*T M

D D D TM=  

其中， *T M 表示余切丛， ⊗CTM 表示复化切丛，Ch 称为陈特征（纪念几何

大师陈省身陈老的杰出贡献），σ ( )D 称为主象征，Td 称为 Todd 类。 

 

上面指标定理等式右边非常复杂，难怪数学大师盖尔芳德没想出来。右边

这些量虽然复杂，但对于拓扑学家来说，都是很熟悉的拓扑不变量（这里用 de 

Rham 上同调形式表示）。 

 

因为陈类是流形上的拓扑不变量，由 de Rham 定理知陈类可由微分形式表

示，而陈特征和 Todd 类都可以表示成陈类的多项式，用{ }Chern -Class 表示

与陈类有关的多项式，所以指标定理可写成下面的底流形上“科普形式指标定

理”（这种科普写法来源于张伟平院士）： 

− ∫dimker dimcoker { }
M

D D Chern -Class=  

注：读者可以把{ }Chern -Class 想象为一大堆复杂的微分形式，上述公式表述

方法比较直观，又不失数学严密性，还突出了陈省身（陈老）的数学贡献。网

上有张伟平院士关于《Atiyah-Singer 指标定理》的科普讲座（第 31 讲，见下方

链接），感兴趣的读者可以去看看。 

http://www.nim.nankai.edu.cn/activites/lecture_2007.htm 

 

    这里不可能去解释上面一大堆抽象的数学概念，不过可以科普下指标定理
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的证明思想，想法比较有代表性。 

 

我们定义“拓扑指标”t - ind为 

σ ⋅ ⊗∫ Ch[ ( )] Td( C)
*T M

t -ind D TM=  

Atiyah-Singer 指标定理说明我们用两种截然不同的方法得到的指标是相等

的，即解析指标=拓扑指标，或 Ind( )D t-ind= . 注意到前者来自于分析领域，

后者来自于拓扑领域，指标定理把分析和拓扑两大数学领域联系到一起。 

 

证明方法采用的是“公理化”思路，先建立两条“指标公理（拓扑思路）”，

然后证明满足这两条公理的指标若存在必惟一。接下来验证拓扑指标t ind− 满

足公理，这就证明了满足公理的指标存在性。最后，只需要验证解析指标 Ind( )D

也满足这两条公理（技术上最大的困难所在）即可，由惟一性 

Ind( )D t -ind=  

这种公理化的证明思路值得借鉴。 

 

    指标定理不仅体现了数学的联系性，也体现了数学的统一性。在此之前，

人们已经证明了 Gauss-Bonnet 定理、Riemann-Roch 定理、符号差定理，这都

是数学中大名鼎鼎的定理。而指标定理的问世，直接将上述定理变为了特例，

这就是统一性的威力。 

 

    最后科普一段故事，讲述的是指标定理是如何问世的。Atiyah 是一个拓扑

学家，最初发现所谓 Spin 流形的 A-亏格是整数，始终不解。于是他向分析学家

Singer 请教，Singer 起初也想不明白，无法解释。后来有一天 Singer 来了灵感，

发现 A-亏格是 Dirac 算子（粗略地说，可以看成 Laplace 算子的平方根）的解

析指标，因而 Atiyah 和 Singer 开始钻研 Dirac 算子。后来 Smale（证明 4 维以

上 Poincare 猜想那位大师）路过牛津，与 Atiyah 聊起彼此工作时，Atiyah 提到

了那个问题。Smale 说前几天他看到盖尔芳德的一篇关于椭圆微分算子指标的文

章，建议 Atiyah 去看看。Atiyah 后来感慨到，需要突破 Dirac 算子的局限而考

虑更广泛的椭圆算子，这才有了 Atiyah-Singer 指标定理。 

 

最初指标定理是利用配边理论证明的，但 Atiyah 觉得方法不够自然，而且

技巧性太强。Atiyah 冥思苦想，终于发展了所谓拓扑K−理论，有了这门工具

作为铺垫之后，指标定理的证明就水到渠成了。对于余切从 *T M，存在一个K−

群，记为 *( )K T M ，由其中可以自然生成拓扑指标t ind− ，于是指标定理的整
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体证明思路可浓缩概括为下列交换图表： 

 

σ

⎯⎯→
↓

⎯⎯⎯→

Ind

(

*

)

{ } Z

( ) Z
D

t-ind

elliptic -D

K T M
c  

⇓  

( )σInd( ) ( )D t -ind D=  

 

    需要指出，拓扑K−理论的应用范围不仅仅是指标定理，指标定理只是该

理论的副产品。 
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《博士数学论坛》风雨十年路——站长内心感悟 

一、风雨十年路  

十年了，博士数学论坛走过来了，经历过，收获过，痛失过，幸福过，我说：

我来了，你还在么，老朋友？ 

Aloft，幻星，贝儿，蓝戈等等很多今天都记不起的最初一批论坛元老，感谢

你们当初的支持，今天也许你们不再来论坛了，但你们当中的每一个人我都深深

的记在脑海里。 

人生有几个十年？网站发展到今天，凝聚了太多人的心血和支持，我们一步

步走来，还会坚定的一步步走下去！ 

但在这值得欢庆的日子，站长同时也怀有深深的忧虑。 

二、未来的担忧 

还有第二个，第三个。。。十年么？ 

维护网站的艰辛自不必表，缺钱缺人缺技术，对于个人网站来说，处处拮据。

看到过《丁香园》的站长"天天"的一个访谈。力主从学术网站转型商业化，历程

真的很艰辛。当然我们的小站没法和这些动辄上百万用户的大站相比，但麻雀虽

小，五脏俱全，从技术，到美工，到运营，到宣传，处处都耗费人的精力，单凭

站长一个人的精力，我不确定是否能有一个再一个的十年。 

搜索引擎以及巨无霸网站的垄断更加加剧了未来的这种不确定性。中小网站

的创意，创新很容易被大网站学去，而且人家拥有更多的客户和流量，服务稳定

性、速度都优于中小网站。一旦大网站的兼并和逐鹿结束，腾出手来就会让这些

中小网站倒闭。搜索引擎对网站挑剔的收录以及收费服务，认证服务，让中小网
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站怯步，高门槛迈不过去，不收录你的任何内容，客户从搜索引擎无法找到你网

站内容，这是温水煮青蛙的慢性毒药。 

网络环境的不确定性。2009 年末，我们网站的服务器全部被机房清空封闭，

没有任何说明。论坛需要办理各种官方证件，绝不是一个简单的域名备案能搞定

的，一旦严查，大部分个人网站均不合格。去办理这些许可证？资金没有上百万

千万，不要去谈。论坛没有人 24 小时值守？这就不符合规定，关闭！等等，这

些都加剧了我们对未来的担忧。服务器搬到国外？嗯，网速慢的你都忍受不了，

算了吧。 

三、展望与感恩 

值得庆幸的是在极端的垂直行业细分的领域，大网站巨头还暂时看不上这点

蚊子肉，我们还在喘息。 

感恩的是论坛多年得到众多忠心用户的支持，不抛弃不放弃，论坛恢复的第

一时间就来注册，发帖支持，说真的，有你们的支持，我们才有动力走下去，感

谢你们的十年默默支持！ 

站长呼呼相信，《博士数学论坛》会有一代又一代的数学人把旗帜扛下去，

星星之火一定会燎原，我们会默默的等你来接过我们手中的重担，你有这个信心

么？ 

站长期待你的来信 www@math.org.cn 

 

 

 

 

mailto:www@math.org.cn
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博士家园几经改版，原来的样子你还记得吗？ 

我把能记录下来的历史瞬间，整理成相册，共忆当年的美好时光。。。 
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